Cursul 3

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare si omogene. Forma
scara a unei matrici

3.1 Analiza si rezolvarea sistemelor de ecuatii omogene

Un sistem omogen de ecuatii liniare:

a1y + a1 + -, = 0
A21%1 + Q22T + -+ - ATy, =
, ay; €R 3.1)
U101 + Aoy + - QT = 0
admite Tntotdeauna solutia banald ;1 = zo = --- = x, = 0. Prin urmare cand analizim

multimea solutiilor unui astfel de sistem, trebuie sd decidem daca sistemul admite doar solutia
banald sau si solutii nebanale.

e In cazul in care numarul de ecuatii este egal cu numarul de necunoscute si determinantul
matricii sistemului este diferit de zero, atunci sistemul avand o solutie unicd, rezultd ca el admite
doar solutia banala.

Exemplul 1. S3 se determine multimea solutiilor sistemului:

r+6y = 0
—3r+y = 0
Matricea sistemului este:
1 6
‘ a1 '—1—1—18—197&0

Determinantul fiind diferit de zero, sistemul are o unica solutie, care este solutia banald. Ob-
servam ca Tn acest caz nu e necesar sa aplicdm regula lui Cramer, pentru ca stim deja ca sistemul
fiind omogen admite solutia banald, si admitind o solutie unicd, aceasta este v = y = 0.
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Daca am aplica totusi regula lui Cramer, am obfine acelagi rezultat, dar am efectua calcule
inutile:

0 6 1 0

01 -3 0
I’:—:[)? y:—:o

16 16

-3 1 -3 1

Exemplul 2. S3 se determine multimea solutiilor sistemului:

2v—y+3z = 0
—rx+4y—2z = 0

Matricea sistemului A respectiv matricea prelungiti A este:

2 -1 3 — 2 -1 3]0
A_{—l 4—1}’ A_[—l 4—1‘0]
Pentru orice sistem omogen rangul matricii A coincide cu rangul matricii prelungite, deoarece

coloana ce se adaugd matricii A este formata din zerouri. De aceea in problemele pe care le

rezolvati in continuare nu mai atasati si matricea prelungitd, pentru ca este inutil.
- . . o 2 -1
Rangul matricii A este 2 si un determinant principal este A = 1 4= 8§—-1=7
Astfel necunoscutele principale sunt x, ¥, iar z = « este necunoscutd secundara. Rezolvam
astfel primele doud ecuatii in raport cu necunoscutele principale, z, y, in functie de necunoscuta
secundara, o:
20 —y = -3«
—r+4dy = «
Rezolvand obtinem multimea solutiilor:
( o 11la
rT = —— = ——
YT
Pentru fiecare valoare particulard a lui o obtinem o alta solutie. Dacd ov = 0 obtinem solutia
banalaz =y =2z =0.

z=a) |l aeR

3.2 Rezolvarea unui sistem de forma triunghiulara

...........

necunoscute:
a1y + a1pxs + - apx, = by
2121 + ATy + - - ATy, = by
. y o Qg €R7b1,bQ,...7bm GR, (32)

Am1T1 + A2l + * - AppTp = bm
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se preteazd doar pentru m si n cel mult egale cu 4. Cum in problemele economice/ingineresti
apar sisteme de multe ecuatii si necunoscute prezentam o modalitate mai simpld atat pentru
rezolvarea manuald cat si prin metode numerice implementate n pachete software.

Ideea de bazd 1n metoda ce o prezentim se bazeazd pe observatia cd cel mai simplu se
rezolva un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute de forma superior triunghiulara, adica
de forma:

a1171 + @112 + -+ a1, = by
A3 + + - + G2pTp = by
3.3)
AppTy = bn;
unde coeficientii a1y, ass, ..., a,, # 0. Matricea unui astfel de sistem se numeste matrice
superior triunghiulara:
ay;pr Q12 ... Qin
0 a929 ... QA9pn
A= . . . (3.4
0 O et Qpp

Un sistem triunghiular este compatibil determinat, deoarece determinantul det(A) = aj1a92 « - * Gpy F#
0 si se rezolva prin metoda substitutiei inverse, adica se rezolva succesiv ecuatiile n,n —
1,...,2, 1. Din ultima ecuatie se calculeaz x, = b,,/a,,, care se introduce in ecuatia n — 1, ce

se rezolva apoi in raport cu x,,_1, si asa mai departe, pand ajungem la rezolvarea ecuatiei 1.

Exemplul 3. Sistemul:

2¢—-3y+z2 = -1
y—>oz = 2
z = =2
Are matricea:
2 -3 1
A=10 1 =5
0 0 1
Toate elementele de pe diagonala principald sunt diferite de zero, deci este sistem superior
triunghiular. Rezolvdm pornind de la ultima ecuatie, spre prima: z = —2, se inlocuieste in
ecuatia a doua si avem: y = 5(—2) 4+ 2 = —8. Inlocuind acum pe z si y aflati, in prima ecuatie

il determindm pe z:

20 =3(—8) — (—2) —1=—-24+2—-1=-23, = z=-23/2

Avem deci urmatorul

Algoritm de rezolvare a unui sistem in forma triunghiulara
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e se calculeazd x,, = b, /an,;
e pentru ¢ descrescand de lan — 1 1a 1, calculeaza:

1

Ti = a_(bi — Qi i1Tig1 — QiipaTity — 00— Qinln)
(43

3.3 Sisteme de ecuatii echivalente. Transformarea unui sistem intr-unul
echivalent cu el

In sistemul general:

a1171 + a1Te + a1, = by
a91%1 + Ag9To + -+ - ATy, = by
Am1T1 + Qa2 + - App Ty = bm

notam cu E'¢; a i-a ecuatie din cele m:

Ec;:  anmi + apxa+ -+ + ain®yp = b;

Definitia 3.3.1 Doud sisteme de m ecuatii liniare cu n necunoscute se numesc echivalente dacd
au aceeagsi multime a solutiilor (adicd fie sunt ambele incompatibile, fie ambele sunt compatibile
si au exact aceleasi solutii).

Sd evidentiem in continuare ce transformari pot fi aplicate ecuatiilor sistemului (3.5), care
sd conducd la un sistem echivalent cu sistemul initial. Pentru aceasta notdam cu Ec; ecuatia a i-a
din sistem, i.e.:

ECZ' : a;1T1 + ;99 + -+ Ain Ty — bz

Suma a doud ecuatii distincte Ec;, Ec; revine la a aduna membru cu membru (adicd membrul
stang al uneia la membrul stang al celei de-a doua si la fel pentru membrii drepti). Produsul cu
un numadr (real sau complex) nenul al ecuatiei Ec;, aEc;, revine la a Tnmulti fiecare membru al
ecuatiei cu o # 0.

Urmatoarele trei transformari aplicate asupra unui sistem de m ecuatii liniare cu n necunos-
cute simbolizat prin ecuatiile sale:
E01
ECQ

Ec,,

conduc la un sistem S’ echivalent cu acesta:



Cursul 3, Algebra—Geometrie ,E. Petrigor, octombrie 2015 5

1. Schimbarea ecuatiilor ¢ si j intre ele, Fc; <+ L :

( EC1 ( EC1

ECi ECj
S=<: &8 =<

EC]' ECi

Ec,, Ec,,

2. Produsul unei ecuatii cu un numar nenul, o # 0, aE'¢; — Ec;:

( EC1 ( EC1
S = Ec; s S = aEc;
. Ec, L Ecn,

3. Adunarea la ecuatia j a ecuatiei ¢ Tnmulfitd cu un numar nenul, o E'c; + Ec; — Ec;:

( ECl ( EC1
ECi Eci
8 - : R S, — :
ECj ECj —+ OZECZ‘
[ Ecn L Ecn

Aplicand succesiv astfel de transformdri ale ecuatiilor unui sistem de m ecuatii cu n ne-
cunoscute obfinem un nou sistem care are aceeasi multime a solutiilor, dar forma matricii sis-
temului este mai simpla (contine multe zerouri). Ca exemplu aplicam o succesiune de schimbari
a ecuatiilor unui sistem liniar de trei ecuatii cu trei necunoscute, compatibil determinat, care sa
transforme matricea sistemului in forma triunghiulard, si anume, sistemul:

r—y+z = 0
—2x+y+3z = =7
r4+2y—22 = 7

Ideea de bazd constd 1n a alege transformari adecvate care sd conduca la un sistem cu matrice
triunghiulard, adica un sistem 1n care ecuatia 2 are coeficientul lui x egal cu zero, iar in ecuatia
3, coeficientul lui x si y este zero:



6 Cursul 3, Algebri—Geometrie, E. Petrisor, octombrie 2015

Schimbdm ecuatiile 1 si 3 intre ele, Ec; <+ Ecs:

r+2y—22 = 7
—2r+y+3z = =7
r—y+z = 0

Inmultim ecuatia 1 cu 2 si 0 adunim la a doua, 2Ec; + Ecy — Fcy:

r4+2y—2z =7

oy —z = 7
3x—y+z = 0
e Inmultim ecuatia 1 cu -3 si o adunim la a treia, —3Ec; + Ec; — Ecs:
r+2y—22z = 7
oYy —z = 7
—Ty+72z = =21

Inmultim ecuatia 3 cu 1/7, Ec3/7 — Ecs:

r+2y—22 = 7
oy—z = 7
-y+z = =3
e Schimbdm inte ele ecuatiile 2 si 3, Ecy <> Ecs:
r4+2y—2z = 7
—y+z = =3
oy —z = 7

inmul;im ecuatia 2 cu 5 si o adundam la 3, —5Ecy + Ec3 — FEcs:

r+2y—22z = 7
-y+z = =3
4z = =8

Deci sistemul a fost adus la forma triunghiulard (elementele de pe diagonala principald sunt
nenule!). Pentru a obtine solutia sistemului, rezolvdm ecuatia a treia, si obtinem: z = —2, apoi
—y=2—-3=—1,deciy =1,siinfinal x + 2 4+ 4 = 7, conduce la x = 1. Deci unica solutie
este (x,y,2) = (1,1, —2).

Aceastd metoda de reducere a sistemului la forma triunghiulara se numeste metoda eliminarii
a lui Gauss.

Pprezentdm in continuare o modalitate de a transforma un sistem de m ecuatii liniare, cu n
necunoscute, de forma:
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anT, + apxs + - apT, = by

21T + Q%2 + -+ a2 T, = by
y Aij eR (35)

Am1T1 + QmaXe + - - - Ty, = bm

intr-un sistem mai simplu, care are aceeasi mulfime a solutiilor ca sistemul initial, dar datoritd
simplitdfii putem sd decidem mai rapid dacd este compatibil sau nu si dacd da sd determindm
multimea solutiilor.

Sistemului (3.5) i se asociazd matricea A:

a1 a12 ce A1p

a921 929 e Aoy,
A=

Am1 Am2 ... Omn

si matricea prelungitd, A, obtinuti prin bordarea matricii A cu coloana termenilor liberi:

a1 a1 ... Qip bl
_ a1 A29 ... QA9p bg
A=

Ami Am2 - Qmn | b

Cele trei transformdri elementare aplicate ecuatiilor arbitrare din sistem:

Eci i anzi + aita + -+ ainn = b;
EC]' : aﬂxl + ajgl'z + -+ ajn:cn = bj

practic actioneazi identic asupra liniilor i si j din matricea prelungiti a sistemului, A = [A|b].
Notim cu L; o linie a acestei matrici, ¢ = 1,m. Astfel avem urmitoarele transformiri ele-
mentare pe linie asupra matricii prelungite A si implicit asupra matricii A, care nu afecteazi
multimea solutiilor sistemului céruia i s-au asociat aceste matrici:

1: Schimbarea a douad linii intre ele L; <+ Lj;

2. inmulgirea unie linii L; cu un numir real nenul, « ;

3. Adunarea unei linii Tnmul{itd cu un numdr nenul la alta linie: oL; + L; — Lj;.

Aceste trei tipuri de transformari ale liniilor unei matrici se numesc transformari ele-
mentare pe linii.

Asupra matricii A se aplica un sir de transformiri elementare pe linie, care transformi ma-
tricea A in forma scari, adicd o formi in care “putem marca” o scari in matrice si sub scari
toate elementele sunt 0, iar deasupra ei elementele pot fi nule sau nenule. Matricea obtinutd are
acelasi rang ca si matricea A, dar rangul se deduce imediat din forma scara.

Definitia 3.3.2 O matrice S € M,,,(R) are forma scard pe linii dacd verificd urmdtoarele
doud proprietdti:
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1. Dacd o linie i din matricea S are toate elementele 0, atunci si liniile de sub ea, 1+1 ... ,m
au toate elementele zero.

2. Dacd primul element nenul dintr-o linie i a lui S este s;;, atunci in coloanele 1,2, ..., j
toate elementele din liniile i + 1,1 + 2, ..., m sunt zero.

Matricea urmétoare ilustreaza particularititile din definitie. Elementele notate prin % sim-
bolizeaza elemente nenule. Elementele * pot fi nule sau nenule.

*

(3.6)

OO O *
© O O
o oW ¥ *
OO % % %
oo % ¥ %
o x % %
O % % ¥ ¥

T

-

0
0
0
0

Zerourile colorate Tn albastru ilustreaza proprietatea a doua din definitie, adicd deoarece primul
element nenul din linia 2 este so3 := Y%, toate elementele de intersectie dintre coloanele 1,2,3 si
liniile 3,4, 5 sunt 0.

Un caz particular de matrice in forma scard pe linie este matricea pdtratica superior triunghi-
ulard. Urmatoarele matrici au forma scara pe linii:

7 -3 1 —6 o5 o0 3
O 04 -7 1
SS;=10 0 -3 5 Sy =
00 2 —
00 0 — 00 0 0
0O 0 0 0
-6 2 5 0 1
01 -3 -1 2
S = 00 0 1 -5
00 0 0 -3

Definitia 3.3.3 Primul element nenul de pe fiecare linie a unei matrici in forma scard se numeste
pivot (in 3.6 pivotul este notat % ).

Numarul de pivoti din forma scara, S 4, a unei matrici A este egal cu rangul matricii

A.

Definitia 3.3.4 Doud matrici A, A', de acelasi tip m X n, se numesc matrici echivalente pe
linie, daca A’ s-a obtinut din A printr-un sir de transformdri elementare pe linie.

Doui matrici echivalente pe linie au acelasi rang. In particular o matrice A si forma sa
scard S4 au acelagi rang si rangul este egal cu numarul de pivoti din forma scara.
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Deci:
Transformarile elementare pe linie nu modifica rangul matricii sistemului, nici rangul
matricii prelungite.

In concluzie, avand un sistem de m ecuatii cu n necunoscute, Ax = b, pentru a vedea daca
este compatibil sau nu si dacd da sd determindm multimea solutiilor proceddm astfel:
e Asociem sistemului Az = b matricea prelungita:

a1 a12 N AT b1
— 921 A929 ... QdAgp bg
A=

Am1 Am2 - Amp | Om

e Prin transformari elementare pe linie se aduce matricea A, deci si A, la forma scara:

ty
'

So—| 4 ’ 3.7)
tm,

e Astfel sistemul initial Az = b este echivalent (are aceeasi multime a solutiilor) cu sistemul
Saz = t, unde ¢ noteaza ultima coloand din matricea 5.

e Daci numdrul de pivoti din S 4 este egal cu numirul de pivoti din S, atunci rang(A)=rang(A)
si conform teoremei Kronecker—Capelli, sistemul Ax = b este compatibil, iar daca numarul de
pivoti in cele doud matrici nu este acelasi atunci sistemul este incompatibil.

e Daca sistemul este compatibil, in loc sa-l rezolvam pe acesta, rezolvam sistemul mai
simplu Sqx = ¢, alegand drept determinat principal, determinnatul ce contine elementele de
intersectie ale liniilor si coloanelor pivotilor.

Exemplul 4. Fie sistemul de 4 ecuatii cu 5 necunoscute, dat in forma matriciala:

121337|™" 5
2 4044 |6
12355279
2404 7] ™ 9
L5
Matricea sa prelungitd este:
1213 3|5
i 2404 4]6
123559
2404719
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Elementul A;; = 1 # 0, deci il alegem ca pivot pentru linia 1 si apoi prin transformiri ele-
mentare pe linie formdm zerouri sub pivot. Aplicand succesiv transformarile —2L, + Ly — Lo,
_Ll + L3 — Lg §1 —2L1 + L4 — L4 Ob;inem:

12 1 3 3 3
00 -2 -2 =-2| -4
oo 2 2 2 4
00 -2 -2 1| -1

Sa alegem pivotul pentru linia 2 (primul element nenul de pe linia 2 din viitoarea forma scara).
Observim cd in pozitia (2, 2) avem 0. Nici liniile 7 de sub linia 2 nu au in pozitia (, 2) element
nenul, ca sd efectudm o schimbare de linii Ly <> L;. Prin urmare alegem pivotul ca fiind din
pozitia (2,3). Efectudm apoi transformdrile elementare Ly + Ly — L3, —1Ly + L4 — Ly
pentru a anula toti coeficientii de sub elementul din pozitia (2, 3), adica coeficientii din pozitiile
(4,3), 7 > 2

2 1 3 3] 5 12 1 3 3| 5
0 -2 -2 —2| —4 00 -2 -2 —2| —4
0 2 2 2 417100 0o 0 o0 0
0 -2 -2 1 3 00 0 0 3| 3

Deoarece linia 3 contine doar elemente nule, schimband linia 3 cu linia 4 obtinem o matrice
care este deja n forma scara:

1
0
0
0

13 3 5
-2 =2 -2| -4
0o 0 3 3
0 0 O 0

o O O =
O O O N

Observatia 3.3.1 Observam cd in urma sirului de transformdri am obtinut simultan forma
scard a matricii A a sistemului si a matricii prelungite.

Sirul de transformairi elementare pe linii a transformat sistemul initial, de matrice A, si
termeni liberi b; = 5,b, = 6,03 = 9,b, = 9 intr-un sistem echivalent (adica sistem ce are
aceleasi solutii ca sistemul Ax = b): si sistemul echivalent Sqz = t (termenii liberi sunt

elementele de pe ultima coloand a matricii Sz, {1 = 5, ty = —2,t3 = 1), care in forma matriciald
este:
12 1 3 31| ™ 5
00 -2 —2 2|2 |-
00 0 0 3||™|7] 3
00 0 0 of]™ 0
Ts

sau efectuand inmultirile:

l‘1+2$2+$3+31’4+3$5 = 5
—T3 — T4 — T5
s = 1

|
|
N\
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In loc sd analizim compatibilitatea sistemului “complicat” Az = b, analizim acum compat-
ibilitatea sistemului echivalent S 2 = ¢, unde

5

t=1| =2

1

Matricea:

1 2 1 3 3
o0 -2 -2 =2
Sa=1o00 0 0 3
0 0 0 0 0

are 3 pivoti, deci rangul matricii S4 si al lui A este 3. Matricea:

12 1 3 3 5
00 -2 -2 -2| -4
0o o0 0 3 3
00 o0 0 O 0

are tot 3 pivoti, deci rangul ei si al matricii A este 3. Conform teoremei Kronecker—Capelli,
sistemele echivalente Az = b si S,z = t sunt compatibile si au aceeasi multime a solutiilor. In
loc sa rezolvam sistemul initial Az = b rezolvam sistemul mai simplu Sz = t.

Deoarece pivotii in S4 sunt plasati in liniile 1, 2,3 si respectiv coloanele 1, 3,5 alegem
determinatul principal ce contine elementele de intersectie a liniilor 1, 2, 3 cu coloanele 1, 3, 5:

[

1 1 3
A=[0 -2 —2|=1-(-2)-3=—-6+£0
0 0 3

Cu aceasta alegere a determinantului principal, z1, x3, x5 sunt necunoscute principale, iar
« := 9, J = x4 sunt necunoscute secundare.
Rezolvand sistemul:

LL’1+20&+I3+36+3$5 = )
—r3—f-x5 = —2
Ty = 1

in raport cu necunoscutele principale avem: x5 = 1,23 =2 - —-1=1—- 3,21 =5 — 2a —
(1—-p)—358—3=1-2a— 2f. Deci multimea solutiilor este:

{($1,$2,I3,I4,ZL’5) = (1 — 200 — 2670571 _57/871)70576 € R}

Exemplul 5. Si se studieze compatibilitatea/incompatibilitatea sistemului Az = b ce are ma-
tricea prelungitd A = [A|b]:
-2 4 2 -1 —-11
A= 1 -2 0 1 3
4 -8 6 7 -5
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Deci termenii liberi ai sistemului sunt b; = —11,b, = 3, b3 = —5.
Pentru a efectua calcule mai simple efectudm transformarea L, <> Lo si obfinem matricea
echivalentd (adicd de acelasi rang ca si A:

1 -2 0 1 3
-2 4 2 —-1] -11
4 -8 6 7 )

Efectuand apoi transformarile: 20y + Ly — Lo, —4Ly + L3 — L3 ajungem la:

1 -2 01 3
0 0 21 )
0 06 3| —17

In sfarsit, efectuand asupra acestei matrici transformarea —3Ly + L3 — L obtinem forma
scard a matricii prelungite si evident si a matricii A:

1 -2 0 1] 3
Ay=10 02 1] =5
0 00 0| =2

Astfel sistemul initial este echivalent cu sistemul Sz = t, unde:

1 -2 01 3
Sa=1]0 02 1], t=]| -5
0 000 )

Matricea S 4 are 2 pivoti s;; = 1, s93 = 2, In timp ce matricea Sy are 3 pivoti: s1; = 1, So3 =
2,535 = —2. Astfel S4 si Sy au ranguri diferite, deci sistemul Sz = u este incompatibil si la
fel sistemul initial Ax = b.

Observatia 3.3.2 Datoritd flexibilitdtii in alegerea transformdrilor elementare pe linie in re-
ducerea unei matrici A la forma scard, S, elementele matricii S nu sunt unic determinate de
A. Se poate demonstra insd cd numdrul §i pozitia pivotilor in S sunt unic determinate de ele-
mentele matricii A. Cu alte cuvinte, atunci cand doud persoane diferite efectueazd transformdri
elementare distincte asupra matricii A pentru a obtine formele scard S1, Ss, cele doud forme
scard au acelasi numdr de pivofi si acestia sunt situati in aceeasi pozitie (i, 7).

largeAnaliza si rezolvarea sistemelor omogene folosind reducerea la forma scara Avand un
sistem liniar §i omogen:

a1 a21 ... QA1 (03] 0
19 A22 ... QAo ) 0

A1y A2y -+ Okn; Ty 0
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matricea prelungita a sistemului este: matricea prelungita este:

0
Prin transformadri elementare pe linie, coloana ultima de zerouri raméane tot coloand de zerouri
astfel cd forma scard a matricii prelungite este:

0
Sy = 54

Prin urmare sistemul liniar si omogen, Az = 0, este echivalent cu sistemul liniar si omogen
S AT = 0.

3.4 Forma scara redusa a unei matrici

Metoda transformarilor elementare pe linie, numitd si metoda elimindrii a lui Gauss, poate fi
rafinatd, prin metoda Gauss-Jordan. Si anume, metoda Gauss-Jordan are in plus doud caracter-
istici:

1. In fiecare etapi, elementul pivot este fortat si devind 1. Mai precis daci s-a fixat pivotul
pe linia ¢ ca fiind a;; # 0, atunci transformarea L;/a;; — L; conduce la pivot 1.

2. Pe langa zerouri sub pivot, se creeazd, prin transformari elementare pe linie, zerouri si
deasupra pivotului, in coloana acestuia.

O matrice scard obtinutd prin metoda Gauss-Jordan din matricea A se numeste matrice in
forma scard redusd si se noteazd S9.

Exemplul 6. Matrici scard in forma redusa:

1 0 —2 é _g ? 8 100 -6 5
01 5 0 001 010 —1 2
00 0 0 000 001 3 —4

Observatia 3.4.1 Se poate demonstra cd forma scard redusd a unei matrici este unicd, adicd
indiferent de transformdrile elementare pe linie aplicate obtinem aceeasi matrice redusd.
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Sa ilustrdm cateva avantaje ale reducerii matricii unui sistem de ecuatii liniare la forma scara
redusd. Aplicand metoda Gauss—Jordan de reducere a unui sistem liniar si neomogen de n
ecuatii cu n necunoscute, compatibil determinat:

a1 a2 ... QAip il bl
21 A992 ... QA9p T2 b2

. = & Ar =0,
Apl Gp2 ... Qpp Tn by,

obtinem la sfarsitul procedurii, aplicatd matricii prelungite a sistemului:

a1 a2 ... Qip by
1 Q21 Qg2 ... Q2p by 7
Ap1 Ap2 ... QApp bn
matricea echivalentd cu ea:
10 --- 0 S1
0 , 01 --- 0 S9
==, L = 68

00 --- 1] s,

Motivul pentru care forma scara redusa a matricii prelungite aratd astfel este ca rangul matricii
A este n (sistemul fiind compatibil determinat) si deci forma scara redusa are n pivoti, adica n
de 1 pe diagonala principald si O deasupra si dedesubtul pivotilor.

Sistemul initial, Az = b, este echivalent cu sistemul definit de matricea S% (au aceleasi
solutii). Si anume, sistemul echivalent este sistemul de matrice /,, si coloana termenilor liberi
de elemente sq, So, ..., Sy:

X1 S1

X2 59
]n . -

T, Sn

Deci solutia acestui sistem (precum si a celui initial) este:

1 = S1
To9 = S9

3.9)
Tn = Sp,

Cu alte cuvinte solutia sistemului este inregistratd in ultima coloand a matricii scard redusa, S%.
Observam cd 1n deducerea solutiei din forma scard redusa am pornit de la ipoteza cd sistemul
este compatibil determinat. In realitate Tnsd nu stim la inceputul procedurii de reducere la
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forma scard redusd dacd un sistem de n ecuatii cu n necunoscute (cu n foarte mare) este sau nu
compatibil determinat. Reducand insd matricea prelungitd la forma scard redusd, dupa ultima
etapa deducem din analiza matricii reduse daca sistemul este compatibil sau nu si daca da citim
solutia ca mai sus. Si anume:

e Daci in forma scard redusd S = [A’[s], matricea A’ este matricea unitate, I,,, adicd
numarul pivotilor din A’ este egal cu n, atunci rezultd cid rangul matricii A este n, si deci
sistemul Az = b este compatibil determinat si solutia sistemului se poate citi pe ultima coloand
a formei scara redusa S%.;

e Dacd numadrul pivotilor in submatricea formatd din primele n coloane ale matricii reduse
este mai mic decit n, adica A’ # I,,, sistemul poate fi incompatibil sau compatibil nedeterminat,
in functie de relatia dintre rangul acestei matrici si al matricii prelungite.

Exemplul 7. Consideram sistemul neomogen de 5 ecuatii cu 5 necunoscute, avand matricea
prelungita:

2 -1 0 5 8 0

-5 3 3 1 -1 2

A= 0 -4 1 -3 3| —4
1 2 -2 0 2 5

3 6 7 2 0 1

Forma sa scard redusa calculata folosind un program de calcul al ei este:

100 0 0| —0.2332
01000 1.3578
0010 0] —0.8287
0001O0] —0.3233
0 00O0T1 0.4301

Avand 5 pivoti plasati Tn submatricea formata din primele 5 coloane, rezultd cd matricea sis-
temului are are rangul 5, deci determinantul matricii sistemului este nenul si sistemul este com-
patibil determinat, iar solutia lui este data de ultima coloana:

(21 = —0.2332, 25 = 1.3578, 23 = —0.8287, 24 = —0.3233, 25 = 0.4301)

Exemplul 8. Sistemul neomogen de 5 ecuatii cu 5 necunoscute avand matricea prelungita:

5 8 19 2 -1 1
1 =1 20 =5 3| -7
A= | -3 3 —-15 0 —4 0
0o 2 -3 1 2 4
2 0 1 3 6] -3
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are forma scara redusa:

1 0 0 1.6667 0| O
0 1 0 0 0
0 01 —-03333 0| O
0 00 0 1] 0
0 00 0 0] 1

Observdm ca numadrul de pivoti in submatricea formata din primele 5 coloane este 4, deci
rangul matricii sistemului este 4 iar rangul matricii prelungite este egal cu numadrul de pivoti din
forma scard redusa a cesteia, adica 5. Deci sistemul este incompatibil.

Un sistem de 5 ecuatii cu 5 necunoscute a cdrui matrice prelungitd are forma scard redusa:

100 20 1
010 11 0| =7
9= 1001 -3 0] 3
000 01| —4
000 00| 0

este compatibil nederminat deoarece rangul matricii sistemului coincide cu rangul matricii pre-
lungite, dar acest rang nu este maxim, adica 5.

Pentru a obtine multimea solutiilor sistemului S4z = ¢, remarcim c# pivotii matricii A
sunt plasati in coloanele 1, 2, 3, 5. Astfel alegem pe 1, x2, 3, r5 drept necunoscute principale,
iar x4 = « ca necunoscutd secundard si rezolvadm primele 4 ecuatii in raport cu necunoscutele
principale si in functie de necunoscuta secundara «:

T+ 200 = 1
To + lla = -5
T3 —3a = 3
Ty = —4

si obtinem multimea solutiilor: (1 = —2a, x5 = =5 — 1la, 23 = 3+ 3a, 25 = —4), « € R.



