Cursul 1

Matrici. Operatii cu matrici

1.1 Operatii cu matrici

In problemele economice si financiare se manipuleazi multimi mari de date, care cel mai adesea
se inregistreaza in tabele. Datele dintr-un tabel definesc matrici. De aceea studiem operatii cu
matrici si metode de a extrage informatie din matrici, pe baza careia se fac predictii si se iau
decizii.

Exemplu de date carora le asociem o matrice:

Un retailer tine evidenta unitdtilor din produsele P, P, Ps, vandute in 4 saptimani consec-
utive, Sq, S, S3, Sy, intr-un tabel de forma:

HEIENENEN
P || 24311527
P, |21 19 18|33
Py | 17|23 |30 | 26

O matrice de elemente reale, cu m linii si n coloane este ”un tablou” ce are inregistrat in
linia 7, coloana j, un numar real, notat a;;:

13 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ A2y

A= . ) . (L.1)
Am1 Qm2 - Qmp

e Multimea matricilor A, de elemente reale, de tip m x n se noteaza M., ,(R).

e Dacd numarul de linii este egal cu numdrul de coloane, atunci matricea se numeste ma-
trice patratica.

e Multimea matricilor patratice de n linii si n coloane se noteazd M, (R).

Tabelului de date de mai sus i se asociazd matricea

24 31 15 27
A=1]21 19 18 33
17 23 30 26
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Elementul din linia 2 coloana 3, as3 = 18, reprezintd, de exemplu, numarul de unitdti din
produsul P, vandut in sdptimana a treia, Ss.
Exemple generale de matrici:

51 1 4 -3
[_gi’_g}, [11 34 27], 12|, 7 -4 5
13 0 8 11

Matricea nula. O matrice O de tip m X n care are toate elementele egale cu zero se numeste

matricea nula.

O = € M34(R)

o O O
o O O
o O O
o O O

O matrice pdtratica particulard este matricea unitate:

10 --- 0
01 --- 0
I, =
00 ---1
Matricea unitate are elementele de pe diagonala principald egale cu 1 si restul sunt egale cu
0.
Matricea linie, este o matrice de forma [z x5 ... x,] € M, ,, iar o matrice coloana este o
matrice cu n linii §i o coloand:
Zy
X2
T,
De exemplu, matricea p = [p; p2 p3] = [25 50 100] este matricea taxelor de restantd la

Algebra pentru prezentarea a IlI-a, in anul II si respectiv anul III.
Numadrul de angajati Tn departamentul tehnic al UPT 1l putem indica printr-o matrice coloana.

economisti 2

tehnicieni hardware | 4

ingineri hardware 3

ingineri mecanici 1

ingineri electronigti \ 2

Adunarea matricilor. Doud matrici A = (a;;), B = (b;;) avand acelasi numdr de linii si
coloane se aduna astfel: Suma C' = A + B este o matrice cu acelasi numar de linii si coloane
ca A si B, iar un element arbitrar al sumei este:

Cz’j = CLij + bij
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Exemplul 1.
4 3 5 11 9 14
9 6|+ |14 9| =123 15
2 10 7 15 9 25

Exemplul 2. Daca un retailer vinde produse in 2 magazine, atunci dacd numarul de unitati de
produs vandute in 4 saptdmani in magazinul M, si respectiv M, este dat 1n tabelele:

IS [5]5]5] IS [5]5]5]
[P [24]31]15]27 [P 20]18]19]29
M P, 21191833 M P, | 13]16 | 24 | 30
P, 172313026 P, 1520 [ 31|35

atunci suma matricilor asociate, M; + M, indicd numarul total de unitdti de produs Py, Ps, P
vandut in cele 4 sdptamani:

24420 31418 15+19 27+29 44 49 34 56
My +My= | 214+13 19+16 18+24 33+30 | = | 34 35 42 63
17+15 23420 30431 26+ 35 32 43 61 61

Suma unei matrici A cu matricea nula de acelasi tipesye A+ O =0 + A = A.

-2 1 2 n 000 |-212

3 80 00 0] 3 80
Produsul dintre o matrice A = (a;;) € M,,,, si un numaér real o este o matrice P = (p;;) €
M., ,, ale cirei elemente p;; se calculeazd astfel: , Vi=T1,m,j=1,n. Incuvinte,

se Tnmulteste fiecare element al matricii A cu numarul a.

Exemplul 3. O firma vinde 4 produse si Incasdrile in mii RON, din vanzarea fiecarui produs,
timp de un semestru, prin trei puncte de vanzare V7, V5, V3 sunt date 1n tabelul:

AN
Vi [35 4318 | 27
V, [ 213729 17
V, [ 23130 | 14| 40
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Stiind ca profitul reprezintd doar 20% din suma incasatd din vanzdri, sd se calculeze profitul
total rezultat din vanzarea celor 4 produse, in semestrul monitorizat.

Asociem tabelului matricea

35 43 18 27
A=1|21 37 29 17
23 30 14 40
. .20 1 g ) . N .
si calculam — A = — A care ne di profitul obtinut din fiecare punct de vanzare si fiecare

100 5
produs.

Matricea profitului este:

35/5 43/5 18/5 27/5
P=;A=|21/5 37/5 20/5 17/5 |,
23/5 30/5 14/5 40/5

iar profitul total este suma tuturor elementelor matricii P:

t=(35+43+18+27+21+37+29+ 17+ 23+ 30+ 14+ 40)/5 = 334/5 = 66.8 mii lei

Produsul a doua matrici Pentru orice doua matrici A, B cu particularitatea ca numarul de
coloane al primei matrici coincide cu numadrul de linii al celei de-a doua, adica A este de tip
m X p, iar B de tip p X n, definim matricea produs, ca fiind matricea C' = AB, de m linii linii
si n coloane, alecdrei elemente ¢;;, se determind astfel:

P
Cij = b1y + aibaj + -+ + aipbp; = E ikbr;, (1.2)
k=1
adica:
i1 ... Ciyj ... Cip ar ... A ... Qi bll . blj Ce bln
Ci1 ... Cyj ... Cip = aj1 -+ QAjk " QAjp bkl ce bkj c. bk:n
| Cm1 --- Cmj oo Con | L Q1 o-- Gk - Gmp | L Dp . bp; -

Remarciam ci pentru a calcula elementul din pozitia (7, j) a matricii produs, inmulim ele-
mentele corespunzatoare din linia 7 a matricii A cu elementele coloanei j a matricii B si adunim
produsele.

Exemplul 4. Si calculim produsul AB, unde A € Mj35(R), iar B € M»(R).

—2 1 L 3 (=2) -1+ 1(=5) (=2)-3+1-2 —7 -4
AB=| 3 =5 [_5 2]: 3-1(=5)-(=5) 3-3+(=5)-2 | =| 28 —1
0 4 0-1+4-(=5)  0-3+4-2 —20 8
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In cadrul cursului vom folosi foarte mult produsul dintre o matrice pitratici A si o matrice
coloana:

a1 Q12 ... Qip T Y1
a21 Q22 ... Qgp Hp) Y2

. - . 9
A1p QA2pn ... QA1n Tp Yn

unde dupa efectuarea produsului din membrul sting obtinem:

Y1 = a1+ a1 + -+ a1,y
Yo = Q2101+ A22T2 + - - + Q2p Ty
Yn = QAp1Ty + ApaZa + -+ -+ App Ty

Produsul dintre matricea unitate /,, si o0 matrice patratica A € M, (R) este Al, =

I, A=A
Analog:
T T
[n ) _ T2
Tp Tn

Transpusa unei matrice Fie A o matrice de tip m xn, A = (a;;), i = 1,m, j = 1, n. Transpusa
sa este 0 matrice de tip n X m, notatd AT, de elemente bij = aj;, ¥V 1, j. Cu alte cuvinte, linia ¢
a matricii A este coloana ¢ in transpusa, ¢ = 1, m.

{—2 31]T_ _g _g
2 5 0 Lo

Proprietiti ale operatorului de transpunere
1(AT)T = A.
2 (AB)T = BT AT, oricare ar fi A, B dou# matrici ce se pot Tnmulti.
Un caz particular al proprietdtii 2 pe care-1 vom folosi adesea este urmatorul:
Daca A este o matrice patratica de tip n X n si x este o matrice coloana, atunci:

T
X1

A xQ :a:TAT:[:Ul Ty - xn]AT
Tn

De exemplu:
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1.2 Determinantul unei matrici patratice

Determinantul unei matrici pitratice, A € M,,(R), este un numdr real ce se noteaza:

@11 a2 -+ Qip

Q21 Qg2 -+ A2y
det(A) = | .

Ap1 Ap2 - Qpnp

Calculul determintului de ordin 2 (al unei matrici de 2 linii si 2 coloane):

a1 Q12 |
= a11022 — Q12021
Q21 Q22
2 -3
‘ 1 5 ‘:2.5_((_3).4):10—(—12):10+12=22.

Un determinant de ordin 3 se calculeaza folosind fie regula lui Sarrus, fie regula triunghi-
ului.

Pentru a calcula valoarea determinantului folosind regula lui Sarrus se copiaza linia 1 si apoi
linia 2 sub linia 3 a determinantului si se efectueaza calculele astfel:

11 a2 13

@11 a2 i3 Q21 Q22 Q23
Q21 G2 Q23 | = | G31 G32 A33 | = Q11022033 + G21G32013+
31 dAazz G33 aix aiz Az

Q21 Qg2 (23
31012023 — A310A22013 — A11A32023 — A21G12013

Ultimul membru al egalitétii de mai sus exprima regula triunghiului. Termenii cu semnul +
in fatd se obtin efectuand produsele elementelor de aceeasi culoare din:

aj; Ai2 aisg
Az1 QA2 A3
dagy; AdAgzz2 Aassy

iar termenii cu semnul - se obtin efectuand la fel produsele elementelor de aceeasi culoare din:
A11 12 A3

dz1 A2 A3
agy 4dAg2 Aass

O matrice patraticd A al cdrei determinant este zero se numeste matrice singulara. Dacd
determinantul este diferit de zero, matricea se numeste matrice nesingulara.

Calculul determinantilor de ordin mai mare decat 3

e Se bazeaza pe notiunea de minor al unui element.
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Definitia 1.2.1 Fie A € R"*" o matrice pdtraticd, A = (a;;), i,j = 1,n. Fiecdrui element
aye din matrice i se asociazd un determinant de ordin n — 1 notat My, obtinut prin eliminarea
liniei k §i coloanei ¢ din det(A). Determinantul My, se numeste minorul elementului ay,.

Exemplul 5. Constituirea minorului M»3 in determinantul

a1 G122 a1z 04
dz1 Az dgz3 AaAzg
a3z1 a3z A3z 434
(41 Q42 A43 (44

11 Adiz2 Aiq
= My =] az as as
41 QAq2 QA4

Stiind sa calculdm un determinant de ordin 3, un determinant de ordin 4 se calculeaza dez-
voltandu-1 dupa o linie ¢ (sau o coloana j) astfel:

det(A) = a1 (= 1) My + ajo(—1)"2 Mg + a(—=1)""3 Mz + aiq(—1)"* My,

Exemplul 6. Sa dezvoltdm urmatorul determinant dupa elementele liniei 3:

-1 2 3 0
2 1 -4 5

-1 30 -1 2 0 -1 2 3
6| 2 —4 5|+ 21 5 (+2) 21 -4
3 -9 1 3 71 3 7 -9

1.3 Proprietati ale determinantilor

Fie D determinantul unei matrici patratice de n linii i n coloane. Notdm cu L;, L; doud linii
distincte ale determinantului.

Proprietitile determinantilor
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1. Daca se schimba doui linii intre ele, atunci determinantul schimba semnul.

Simbolizdm prin L; <> L; schimbarea liniilor 7 i j Intre ele.

Exemplul 7. Fie determinantul

-1 2 0
D = 31 -4 =2
1 1 =2

~12 0
D=| 11 -2|=-2=-D
31 —4

2. Daca se inmulteste o linie a unui determinant cu un numadr, atunci valoarea determi-
nantului se inmulteste cu numarul respectiv.

De exemplu in determinantul D, de mai sus, Inmulfim linia 2 cu 3 si rezultatul il rescriem
in linia 2 a unui nou determinant D" si obtinem:

-1 2 0 -1 2 0
D'=|3-3 3.1 3-(-4)|=| 93 —12|=3D=6
11 —2 11 -2

3. Daca se inmulteste o linie a determinantului cu un numar si se aduna la o alta linie,
valoarea determinantului nu se schimba.

In determinantul D de mai sus, inmultim linia 1 cu 3 si 0 adunam la linia 2, rezultatul fiind
inregistrat n linia 2, 3L, + Lo — Lo, si avem:

-1 2 0
D" — 07 —4|=D=2
11 -2

4. Determinantul transpusei unei matrice este egal cu determinantul matricii:
det(AT) = det(A)

Datorita acestei proprietifi si pentru ci liniile matricii A sunt coloane in matricea A, rezultd
ca proprietatile 1-3 enuntate pentru linii ale determinantului sunt valabile si pentru coloane.
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5 Daca A, B sunt doud matrici patratice de n linii si 7 coloane , atunci determinantul pro-
dusului lor este egal cu produsul determinantilor:

det(AB) = det(A)det(B)

Proprietdti ale determinantilor sunt foarte utile in calculul determinantilor de ordin mai mare
decat 3, pentru care nu avem o regula ca Sarrus sau regula triunghiului, ci se dezvolta determi-
nantul dupa elementele unei linii sau coloane.

Exemplul 8. Pentru a calcula determinantul

1 30 =2
3 -1 7 2
D= 2 11 3
1 -2 4 1

am putea dezvolta dupd elementele coloanei 1 si atunci:
D= (="' My + (=1)*"'3M s + (=1)"22My5 + (=1)"* - 1My,

Deci practic am reduce calculul lui D la calculul a 4 determinanti de ordinul trei, My, Myo, My, M4,
ceea ce ar presupune calcule multe. Pentru a evita calculul celor 4 determinati de ordinul 3,
aplicdm proprietatea 3 a determinantilor pentru a transforma elementele coloanei 1, de sub
a1; = 1 1n zerouri.

Observdm cd aplicand succesiv operatiile:

—3L1 + L2 — Lg, —2L1 + L3 — L3, _]-Ll + L4 — L4
obtinem aceeasi valoare a determinantului si anume:

1 30 -2

0 —10 7 8 —10 7 8
D= 0 -5 1 7 :(_1)1+1 -5 17 +(_1>1+2'0'M12+(—1)1+3~0-M13+(—1)1+4.().M14
0 -5 4 3 =5 43

Deci practic am redus calculul determinantului de ordin 4 la calculul unui singur determinant
de ordin 3.

Observatie: Operatiile asupra liniilor unui determinant se pot alege si pentru a transforma
in zerouri elementele altei coloane nu neapdrat coloana 1. De exemplu pentru determinantul D
cu care am lucrat era mai simplu daca 1n coloana 3 formam zerouri n liniile 1,2 si 4, efectuand
operatiile:
—7L3 + Ly — L27 —4L3 +L,— Ly

si obtineam:

1 30 -2
1 3 -2
p—| 11 =80~ = (—1)*7] —11 -8 —19
2 11 3 o 6 11

-7 -6 0 —11
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1.4 Calculul inversei unei matrici nesingulare

O matrice nesingulard, este o matrice patraticd avand determinatul diferit de zero. Daca deter-
minantul este egal cu zero, spunem cd matricea este singulard.

Orice matrice nesingulard, A € M, (R), este inversabild, adicd existd o matrice notatd
A=l € M, (R), cu proprietatea c:

A A=A A=,

unde [,, este matricea unitate, adicd matricea:

10 --- 0
01 --- 0
I, =
00 --- 1
Etapele de calcul a inversei unei matrici A
aix a2 - Qin
a/ a/ PR a/ n
A 21 (22 2
Ap1 Ap2 *°° Qpp

e se calculeazd determinantul matricii; dacd det(A) = 0 matricea nu este inversabild. In caz
contrar se trece la etapa urmatoare;
e se determind transpusa matricii A,

@11 Q21 --- QApl

a2 Qg2 -+ Ap2
AT =

A1p A2n - App

e se calculeazd adjuncta matricii A, adicd matricea pétraticd notatd A*, de elemente a;; =
(—1)"*7 M,;, unde M;; este minorul elementului din pozitia (, j) a transpusei;
—1 ES

~ det(A)

Exemplul 9. Sd se verifice daci matricea

-1 0 3
A= 2 -4 1
1 1 =5

este nesingulard si daca da, sa se calculeze inversa ei.

e det(A)=—-1#0 = A este nesingulard
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-1 2 1
o AT = 0 —4 1
3 1 -5
19 3 12
e A*= 1|11 2 7
6 1 4
-19 -3 -—-12
o A7l =14 = [ -1 -2 -7



