Cursul 12

Geometria diferentiala a curbelor plane

Geometria diferentala studiaza curbe si suprafete ale caror ecuatii sunt definite de functii
diferentiabile.

12.1 Modalitati de reprezentare a curbelor plane

In prima parte definim curbe plane diferentiabile. O curba plana diferentiabila poate fi
data prin mai multe modalitati.

1. Curbe grafic. Cele mai simple curbe diferentiabile sunt graficele functiilor f : I C
R — R, derivabile pe un interval I din R. Graficul unei astfel de functii este multimea
punctelor de coordonate (x,y):

Gr={M(z,y) |y = f(x)}

cu proprietatea ca y este valoarea functiei in z (Fig.12.1).

A

Fig.12.1: Curba plana definita ca graficul unei functii.

Indicam o astfel de curba prin:

I:y=f(z),zel (12.1)
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si spunem ca I este data prin ecuatia explicita.
Functia f fiind derivabila, derivata sa intr-un punct, f’(zq), reprezinta panta tangentei
la grafic in punctul de coordonate M (zo, f(xq)).
Se gtie ca ecuatia unei drepte din plan ce contine punctul M (z,y) si are panta m
este:
Y —yo = m(z — xo)

Astfel ecuatia tangentei in punctul M (zg, f(zo)) la graficul functiei f este:

(y = f(zo)) = J'(2o)(x — o) (12.2)

Perpendiculara pe tangenta la o curba plana in punctul de tangenta se
numeste normala curbei in acel punct.

Doua drepte perpendiculare din plan, de pante m, m’, nenule, au produsul pantelor
egal cu —1: mm’ = —1. Prin urmare panta normalei la curba de ecuatie (12.1), intr-un
punct in care f'(xg) # 0, este:

A _ 1
m f'(xo)
Deci ecuatia normalei la curba in punctul M (xg, f(xq)) este
o) = =y & = 20) (123)
—flrg)=———(@—2x :
) 0 F(x0) 0

Daca f'(zg) = 0 atunci panta tangentei la grafic in punctul M (zq, f(x)) este 0 i deci
ecuatia tangentei este :

y— f(xo) = 0(x —x0) <= y= f(x0),

adica o dreapta paralela cu Oz. Astfel normala in M va fi paralela cu Oy , adica de
ecuatie r = xg.

In timp ce ecuatia unei drepte din plan este caracterizata in mod uzual de panta
dreptei, m, ce reprezinta tangenta unghiului dintre dreapta si axa Ox, m = tga, in spatiu
o dreapta este caracterizata de vectorul director. Totusi si in plan dreapta are un vector
director. Sa stabilim relatia dintre cele doua marimi caracteristice, panta ca scalar si
vectorul director.

Dreapta din plan ce contine un punct M (xg, o) si are vectorul director 4= (a,b)T,
a # 0, are ecuatia:

ﬂﬁ—Io:y—yo
a b

b
@(y—yo):a(x—l'o) ﬁm:a

Reciproc, dreapta din plan ce contine punctul M (zg,yo) i are panta m are ecuatia:

r—x Yy — Y
(—w)=ma—z) & =0 &d=1m)
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Fig.12.2: Tangenta la o curba (cercul) data implicit.

In concluzie, dacii o dreapti din plan are vectorul director = (a,b)T, a # 0,

b
atunci panta sa este m = —. Reciproc, daca panta dreptei este m, atunci

vectorul ei director este d = (1,m)7T.

2. Curbe plane date prin ecuatia implicita

Nu orice curba plana este grafic de functie. De exemplu, cercul cu centrul in origine
si de raza r nu este grafic de functie.

Definitia 12.1.1 O curba plana diferentiabila, ', data implicit sau prin ecuatia implicita
este multimea punctelor din plan de coordonate (x,y) care anuleaza o functie F' @ A C
R? — R, ce este de clasa C", r > 1, pe domeniul A:

I'=A{(z,y) | F(z,y) = 0} (12.4)

Ca si in cazul curbelor date explicit ne intereseaza ecuatia tangentei intr-un punct al
curbei.

Panta tangentei la o curba I' de ecuatie F(x,y) = 0 intr-un punct M(xq,yo)
in care derivata partiala a functiei F in raport cu y, 0F/Jy, este nenula este:

or

B %(530, yo)
or
a—y(%, yo)

m =
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iar ecuatia tangentei in punctul M este:

8F( )

5 (@0, 90 OF OF

Y—Y = —gjgj;—(x — ) =0 g %(1307210)(55 — xo) + %(Ioayo)(y — %) =0
a_y(l’o:yo)

(12.5)

Normala la o curba definita implicit. Daca in punctul M(zg,yo) al curbei T :

F(z,y) = 0, derivatele partiale ale functiei ' sunt nenule atunci panta normalei in punctul
M la curba este::

8F( )
—(x
o Loy
™ o)
o 2o, Yo
si ecuatia normalei este:
oF
8—(9307 Yo)
Y
y—yo:aF—(l'—%)
%(9507 Yo)

Tinand seama ca daca panta unei drepte este m atunci vectorul ei director este 7 =
(1,m)T, rezultd ci vectorul director al normalei intr-un punct M (zg,yo) al curbei de
ecuatie F'(x,y) = 0, este:

OF )

- \Zo, Yo

_ Jy rw OF OF T

N = (1, )" | (5 (@0, o). (0. 30))
or (IanO)

Deci vectorul normal curbei in punctul M este:

N = ((g—i(xoayo)a g—i(%ayo)) = grad(F)(zo, %),

adica gradientul functiei F' in punctul M.

Exemplul 1. Sa se determine ecuatia tangentei in punctul de intersectie al curbei de
ecuatie F'(z,y) = 3 +y* — 3zy = 0 cu prima bisectoare si vectorul normal curbei intr-un
punct arbitrar.

Rezolvare: Prima bisectoare are ecuatia y = x deci punctul ei de intersectie cu curba
are abscisa solutie a ecuatiei F'(z,z) = 0, adica, 223 — 32? = 0. Solutiile ecuatiei sunt
212 = 0 g1 3 = 3/2. Prin urmare curba intersecteaza prima bisectoare in origine O(0, 0)
si in punctul M(3/2,3/2).

Pentru a determina panta tangentei in aceste puncte calculam derivatele partiale ale
functiei F(z,y) = 2® + y3 — 3ay:

OF/0x = 32* — 3y, OF /0y = 3y* — 3x
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oF
dy

oF
D —(0,0) = 0 si
eoarece (9x( ,0) si

deoarece avem 0/0.

Un punct al curbei de ecuatie F'(z,y) = 0, in care ambele derivate partiale se anuleaza
se numeste punct singular. Deci originea este punct singular pentru curba data.

Panta tangentei in punctul M (3/2,3/2) este —1 deci ecuatia tangentei in M este:

(0,0) = 0 panta tangentei in origine este nedeterminata

3 3

y—gz—(x—?

Vectorul normal curbei intr-un punct arbitrar este vectorul:
N = (32 — 3y, 3y* — 32)"

Observam totusi ca in origine N este vectorul nul, adica normala nu are o directie, tocmai
pentru ca tangenta este nedefinita in acest punct.

2. Curbe plane si in spatiu date parametric

Definitia 12.1.2 O curba I' din plan sau spatiu ce este imaginea unui interval I, printr-o
aplicatie v - I C R — R" (n=2,3), de clasa C* pe I, k > 1, r(t) = (z(t),y(t),|2(t)), se
numeste curba diferentiabila data parametric. Notam T' = im(r) pentru a indica, ca T’
este o curba parametrizata de r.

O curba data parametric este interpretata ca si traiectoria unui punct mobil (x(t), y(t), |2(t))
a carui migcare are loc in intervalul de timp I.

e BEOT )

' KA S

Fig.12.3: Interpretarea fizici a unei curbei date parametric: curba este traiectoria punctului
mobil (rosu) In intervalul de timp [a,b]. Dand un singur click cu mouse-ul pe butonul IE] din
widget-ul asociat figurii, este animatd migarea continua in sens direct, de la A spre B, iar pe
E], miscarea in sens opus, de la B spre A. Clickand succesiv pe , respectiv , este simulata
misarea discreta (pas cu pas) in sens direct, respectiv opus. Oprirea animatjiei se realizeaza dand

click pe .
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Orice curba data ca grafic de functie, adica de ecuatie y = f(x),x € I, se
parametrizeaza prin r : I — R?, r(t) = (x(t),y(t)) unde :

z(t) = t
y(t) = f(t)
yﬂ

M(Rcost, Rsint)

D M|z

Fig.12.4: Cerc cu centrul In origine gi de raza R

Exemplul 2. Curba y = 2sinz — cosz,z € (0,27) se redefineste ca o curba data
parametric prin:
y(t) = 2sint — cost, t € (0,2m)

Exemplul 3. Parametrizarea cecului. Cercul cu centrul in origine si de raza R are
ecuatia implicitd F(z,y) = 2*> + y* — R?> = 0. Fie M(z,y) un punct arbitrar pe cerc, A
punctul de intersectie al axei Oz cu cercul si M’ proiectia ortogonala a lui M pe Ox (Fig.
12.4). Notam cu ¢t masura in radiani a unghiului ]VTOTJ . Din triunghiul dreptunghic
ANOM'M rezulta ca:

x = Rcost

y = Rsint

Deci o parametrizare a cercului complet este r : [0,27) — R? r(¢t) = (Rcost, Rsint).
Punctul A corespunde parametrului ¢ = 0.
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Parametrizarea semicercului 22 + 3> — R? = 0, © < 0 este r : [7/2,37/2] — R?,
r(t) = (Rcost, Rsint). In concluzie cercul complet i un subarc al sdu au parametrizari
cu aceeagi expresie analitica, doar parametrul ¢ parcurge intervale diferite.

Exemplul 4. Parametrizarea elipsei de ecuatie:

22 2

¥+b—2—1:() (12.6)
Presupunem ca a > b si asociem elipsei date cercul cu centrul in origine gi de raza a
(Fig.12.5).

yﬂ
\M (acost,asint)
\B(acost,y)
t |
0 M| ®

Fig.12.5: Elipsa si cerc de raza egala cu semiaxa mare a elipsei.

Stabilim o corespondenta bijectiva intre multimea punctelor de pe cerc si multimea
punctelor de pe elipsa. si anume unui punct M (acost,asint) de pe cerc 1i asociem
punctul P de pe elipsa, care este intersectia perpendicularei din M pe axa Ox, cu elipsa.
Evident punctul P are aceeasi abscisa ca si M, iar ordonata este deocamdata necunoscuta:
P(acost,y). Impunem conditia ca coordonatele punctului P sa verifice ecuatia (12.6):

a’cos’t  y?

T 1=0

de unde rezulta y = bsint. Prin urmare parametrizarea elipsei complete este:

r:[0,27] — R?, r(t) = (acost,bsint)

Exemplul 5. Spirala cilindrica (Fig.12.6) este o curba in spatiu ce este descrisa de un
punct ce are migcare circulara in x i y si o miscare liniara cu viteza constanta in directia
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lui Oz. Parametrizarea spiralei este:

x(t) = acost
y(t) = asint, t€[0,2mn]
z(t) = bt

unde a, b sunt constante pozitive (a descrie raza miscarii circulare, iar b pasul de inaltare
pe directia lui Oz, cand in migcarea circulara parcurge un radian),iar n este un numar
natural ce indica numarul de spire.

z
A

—

Fig.12.6: Spirala cu trei spire.
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