Cursul 4

Spatiul R". Dependenta si independentaa liniara

4.1 Spatiul vectorial R"

Definim ntre elementele lui R™ doud operatii:

e adunarea:
T Y1 1+ %
pentru orice x = ?2 . y= :y2 eR", x4y s | "2 " y2. cR"
Tn Un Ty + yn

e inmultirea cu scalari (adicd cu numere reale):

1 QT

. . L2 def | QT2
pentruorice « € R six = | . cR", az = | . cR"

Tn az,

Cele doua operatii verificd conditiile urmatoare:
SV1. (l‘ + y) +z =+ (y + Z)’ Vo= (1'1,1’2,...,.1'”)T,y = (ylay27"'7yn)T7z =

(21, 22, .., 2)" € R™ (asociativitatea adundrii);
SV2. existd un element in R, notat 6 = (0,0, ..., O)T, cu proprietateaca x+60 = 0+x = x,
vV xeRY
SV3. Pentruorice z = (21, ¥, ..., 7,)] € R"existiunelementz’ = (—x1, —x9, ..., —x,)! €

R™ astfel incat x + 2’ = 2’ +x =0,

SVAd. 2 +y=y+a,Vao,yecR

SV5. a(z+y) =ax + ay, Va e R, siV z,y € R™;

SV6. (a+ p)r =ax+ fx,V o,B € R,V z € RY;

SV7. a(fz) = (af)x,V o, € R,V z € R™;

SV8. lx =2,V z € R".

Proprietdtile SV5-SV8 stabilesc legaturi dintre operatiile de adunare a vectorilor si Tnmultirea
lor cu scalari.

e [.Verficand cele 8 proprietiti relativ la adunare si inmultirea cu scalari, se spune cd R"
are structurd de spatiu vectorial real. Elementele lui se numesc vectori, iar cele din R,
scalari;
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e 2. Elementul neutru, ¢, fata de adunarea vectorilor se numeste vectorul nul al spatiului;

e 3. Simetricul z’ al vectorului x, fata de adunare, se va nota —z si il numim opusul
vectorului x;

Operatii particulare in spatiu vectorial R". Stiind ca 6 este vectorul nul, iar 0 este scalarul
zero si 1 unitatea din R, avem urmatoarele proprietati:

o (—1)xr = —z,V x € R" (produsul scalarului -1 cu vectorul x este opusul lui z);

ez =0,VreR"'siad =60,V aeR;

e dacid avx = 0, atunci o = 0 sau = 6.

4.2 Dependenta si independenta liniara

Fie vy, v9, ..., vy, un numdr finit de vectori din R" si oy, ao, ..., a,,, m scalari din R. Cum
produsul unui scalar cu un vector este vector si suma unor vectori este vector, rezultd cd o v, +
QiaVs + + + QU Uy, €Ste un vector u. Spunem ca vectorul

U = QU1 + Qs * - * AU, 4.1)

este o combinatie liniard a vectorilor vy, vs, . .., v,,. Cu alte cuvinte, vectorul v depinde liniar
de vectorii vy, Vs, . . ., Up,.

De exemplu dacd v; = (—2,5,1)7, vy = (3,0, —1)7 sunt doi vectori din spatiul vectorial
R3, atunci vectorul u = 4v; — Tv, se exprimi ca o combinatie liniard cu coeficientii 4, —7 a
vectorilor vy, vs.

Avand acum o familie finitd de vectori {uy, ua, ..., u,} ne intrebdm in ce conditii un vec-
tor u; din familie depinde liniar de ceilalti, adicd se poate exprima ca o combinatie liniard a
celorlalfi vectori, si in ce conditii u; este independent de ceilalti vectori.

Definitia 4.2.1 Vectorii uy,us, . .. uy, din spatiul vectorial R™ sunt vectori liniar dependenti
dacd existd m scalari nu toti nuli, oy, s, . . .,y € R, astfel incat:

QU] + Qols + .. Uy, = 0 4.2)

Aceastd definitie pare a nu avea legdtura cu dependenta explicatd mai sus. Analizand Tnsa
conditiile din Definitia 4.2.1, rezultd ca daca scalarii aq, as, ..., a, nu sunt toti nuli, atunci
cel putin unul din ei este nenul. Dacd, de exemplu, «; este nenul, atunci exista al_l =1/a;.
Inmultind relatia (4.4) cu 1/a; obtinem:

D) Q3 (0777

Up = ——Ug — —Ug — =+ —Up, (4.3)
aq aq aq
adicd u; se exprimad ca o combinatie liniard a vectorilor us, us, . . . , Uyy,.
Combinatia liniard a vectorilor uy, us, . .., u,, cu scalarii a; = 0, a0 = 0,...,a,, = 0dd

intotdeauna vectorul nul:
O-up +0-ug+---0-uy =10
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Definitia 4.2.2 Vectorii uy, us, . . . u, din spatiul vectorial R" sunt vectori liniar independenti
dacd o combinatie liniard a lor poate fi egald cu vectorul nul:

Uy + apg + .. apu, =0, 4.4)

doar dacd toti scalarii oy, s, . . ., au, sunt zero.

Exemplul 1. in spatiul vectorial R3 /R se dau vectorii

-1 -9 3
Uy = 2 , Ug = 16 , Uz = -5
3 7 1

Sd se verifice dacd acesti vectori sunt liniar dependenti sau independenti si in caz de dependenta
sd se determine relatia dintre ei.
Rezolvare: Presupunem ca exista trei scalari oy, oo, ag € R astfel incat:

QU] + QolUo + (igug = 93 (45)

Evident ca relatia (4.5) are loc dacd oy = ay = a3 = 0. Pentru a stabili dacd vectorii dati
sunt liniar independenti sau dependenti trebuie sa investigam daca relatia (4.5) poate avea loc
doar pentru cei trei scalari, simultan zero sau si pentru un set de scalari a1, as, a3, nu toti nuli.
In acest scop inlocuim in (4.5) fiecare vector prin tripletul reprezentativ si efectuim operatiile
corespunzitoare din R3:

-1 -9 3 0 —Q I —9@2 3&3 0
a1 2 | tag 16 | +as -5 = 0 = 200 |+ 16 |+ | —5a3 = 0
3 7 1 0 3@1 70[2 Q3 0
i (4.6)
—Q] — 90&2 + 30&3 0 1
<~ 2&1 + 16&2 — 5&3 = 0
3&1 + 7@2 + o3 0 ]

Cum doud triplete sunt egale daca si numai dacd coordonatele din aceeasi pozitie coincid,
obtinem:

- — 90(2 + 3063 0
20(1 + 16062 - 50&3 0 (47)
30(1 + 70./2 + Qa3 0

Prin urmare, problema independentei sau dependentei vectorilor wu, us, u3 s-a transformat in
problema care cere sd stabilim daca sistemul liniar s omogen (4.7) admite numai solutia banald

a1 = ag = a3 = 0 sau g1 solufii nebanale.

Daca sistemul admite doar solutia banald, atunci vectorii sunt liniar independenti, iar dacd
admite si solutii nebanale, atunci vectorii sunt liniar dependenti.
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Pentru a decide natura solutiilor calculdm rangul matricii sistemului:

-1 -9 3
A= 2 16 —5 = [U1|U2‘U3]
3 7 1

Cum determinantul matricii A este det(A) = 0, rezultd cd sistemul admite si solutii nebanale,
cu alte cuvinte existd trei scalari, nu toti nuli, (ay, as, ), solutie a sistemului omogen, astfel
incat pe baza sirului de echivalente (4.6) avem relatia (4.5), adica vectorii sunt liniar dependenti.
Pentru a determina relatia dintre ei, rezolvdm efectiv sistemul omogen pentru a gisi o solutie
nebanald. Rangul matricii sistemului este 2 si un determinant principal este:

-1 -9
A= 0
‘ 2 16 ’ 70,
constituit din coeficientii necunoscutelor a;, as. Prin urmare rezolvdm doar sistemul format din

primele doud ecuatii in raport cu necunoscutele principale a1, as. Necunoscuta secundard oz o
notdm cu [3:

—a1 — 9 = =30
20(1 + ]_60[2 == 55
Rezolvand obtinem oy = —35/2, as = (/2, a3 = B, € R. Deci familia solutiilor este
(=3/8/2,8/2,B), 5 € R. O solutie nebanald obtinem pentru 3 # 0, fixat. Ludnd 8 = 2 avem
a; = —3, ay = 1, ag = 2 si deci relatia de dependenta a celor trei vectori devine:
1 2
—3U1+UQ+QU3 :63 S Uy = 3wy —2U3<:>U1 = §U2+§U3

Exemplul 2. Si se arate cii vectorii u; = (0,2, —1,5)7, uy = (1,3, -2,4)T,u3 = (1,0, —1,3)7
din spatiul vectorial R* /IR sunt liniar independenti.

Rezolvare: Presupunem cd o combinatie liniard a celor trei vectori este vectorul nul:
Q1U + QU + gy = 94, o; € R,Z =1,2,3
Inlocuind vectorii cu cvadrupletele reprezentative si efectund calculele obtinem succesiv:
a1(0,2, —1,5)T + ay(1,3,-2,4)T + a3(1,0,—-1,3)T = (0,0,0,0)” <

00&1 + a9 + 3 = 0
2(1/1 + 3@2 + 0&3 =0
—1@1 — 2@2 — 1@3 =0
50(1 + 40&2 + 30&3 =0

Din nou problema independentei s-a transformat in problema tipului solutiilor admise de un
sistem liniar si omogen de 4 ecuatii cu trei necunoscute. Matricea sistemului de tip 4 x 3

0 1 1

2 3 0
A: _1 _2 _1 = [U1|u2‘u3]
4 3

5
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poate avea rangul maxim egal cu 3. Determinantul

0 1 1
-1 -2 -1

asigurd ca rangul este 3, deci ecuatiile principale continand necunoscutele principale sunt:

0a1 +oy a3 = 0
20(1 + 3062 + 0063 0
—]_Oél — 20[2 - ]_Oég =0

Acest sistem liniar si omogen de trei ecuatii cu trei necunoscute are determinantul diferit de O,
deci admite doar solutia banald oy = oy = a3 = 0. Prin urmare cei trei vectori sunt liniar
independenti, adica nici unul nu se poate exprima ca o combinatie liniard a celorlati doi.

Observatia 4.2.1 Orice sistem (multime) de vectori ce contine vectorul nul este sistem de vec-
tori liniar dependenti.

Intr-adevir, fie uq, us, . .., u, un sistem de vectori din spatiul vectorial V/R. Presupunem ci
vectorul u; este vectorul nul. Evident cd sistemul de n scalari a; =0, ..., ;1 = 0, oy, iy 1 =
0,,...a, =0cuaq; # 0, conduce la:

Ouy + -+ - Owj—y + ;0 + Oujq + - - Ouy, = 6,
adica vectorii uq, ug, ..., u;—1,0, 11, ..., u, sunt liniar dependenti.

Mai concret, vectorii vy, 0, v, v3 din R? sunt liniar dependenti deoarece combinatia lor
liniard cu scalarii a; = 0, a5 = 5, a3 = 0, gy = 0 (nu toti nuli!) d& vectorul nul:

0U1 + 5U2 + 01)3 + 0U4 =40

4.3 Criteriul practic de dependenta si independenta liniara

Criteriul practic de determinare a independentei sau dependentei liniare a unui sistem de
vectori din R" /R .

Exemplele din cursul precedent au ilustrat ca problema independentei sau dependentei liniare
a unui sistem de vectori din R™/R se reduce la a deduce dacd un sistem de ecuatii liniare si
omogene admite doar solutia banald sau si solutii nebanale. Matricea sistemului, am obser-
vat de fiecare datd, cd este matricea ale cdrei coloane contin n-uplurile ce definesc vectorii,
A = [ug|ug| . .. ug.

Se poate demonstra o reguld practica de determinare a dependentei sau independentei liniare
a k vectori din R", numitd in continuare Criteriul practic de determinare a dependentei sau
independentei unui sistem de vectori:



6 Cursul 4, Algebra—Geometrie, E. Petrigor, octombrie 2015

Vectorilor uy, us, . .. u;, € R™ li se asociaza matricea ce are drept coloane, n—uplurile ce
definesc vectorii:

Uy Uz Uk

11 T21 oo Tk

T12 T22 ... Tk2
A=

Tin Ton .. Tkn

Daca rangul matricii A este egal cu numarul de vectori, atunci vectorii sunt liniar
independenti.

Daca rangul matricii este diferit de numarul de vectori, atunci acestia sunt liniar
dependenti.

Pentru determinarea dependentei sau independentei unui sistem de vectori din R" cun > 4,
este foarte utila forma scara redusa a matricii asociate sistemului de vectori. Mai mult daca vec-
torii sunt liniar dependenti atunci din forma scard redusa se “poate citi” si relatia de dependenta
intre vectori.

Se poate demonstra ca:

Prin transformadri elementare pe linie, eventualele relatii liniare intre coloane nu se
schimbd. Adica dacid anumite coloane din A formeaza un sistem independent de vectori,
exact aceleasi coloane din forma scard redusd sunt independente si reciproc. Daca unele
coloane din A se exprima ca o combinatie liniard a altor coloane, atunci exact aceeasi par-
ticularitate o au si coloanele corespunzitoare din S si reciproc.

Astfel in loc sd analizam rangul matricii initiale, A, asociate unui sistem de vectori vy, v ..., v, €
R", analizdm forma scard redusd S9.

S# ilustrdm aceastd particularitate printr-un exemplu. Fie vy, vo, v3, v4, v5 € R?, cinci vectori
din R*, a cdror matrice asociatd, A = [v;|ve|vs|vy|vs], este:

1 2 2 31

2 4 4 6 2

A= 3 6 69 6

1 2 4 5 3

Forma scard redusa a matricii A este:

1 2 010
g0 _ 001 1O

A710 00 01
00 0 0O
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Matricea SY contine 3 pivoti. Prin urmare rangul ei este 3, la fel ca si rangul matricii A.
Rangul lui A fiind mai mic decat numarul de vectori, rezultd ca vectorii vy, vy, V3, U4, U5 sunt
liniar dependenti. Pentru a gasi relatiile dintre ei ovservadm cd, coloane pivotilor sunt coloanele
1,3,5

01: 3 03: ) 05:

o O =
o O = O
o= OO

0

Aceste coloane sunt liniar independente pentru cd matricea M = [C4|C3|C}5] are rangul 3,
egal cu numadrul vectorilor coloana.

Orice coloana diferitd de coloanele 1, 3, 5, ce contin pivotii, se poate exprima ca o combinatie
liniard a coloanelor 1, 3, 5.

2 1 0 0
0 0 1 0
Cy = 2C7 + 0C5 4 0Cs, 0 =2 0 +0 0 +0 1
_0_ _O_ _O_ _O_
iar L o o o
1 1 0 0
1 0 1 0
Cy=1C1 + 1C5 + 0C5, 0 =1 0 +1 0 +0 1
| 0 | 0 | 0 | 0

Exact aceleasi proprietati le au si coloanele matricii A, adica vectorii vy, v9, v3, vy, v5. Mai
precis vectorii vy, v3, v5 sunt liniar independenti iar vectorii vy, v4, s€ exprima ca si combinatii
liniare cu aceeasi coeficienti (ca si in cazul matricii S9) ale coloanelor 1, 3, 5, adicd ale vecto-
rilor vy, v3, vs:

2 1
4 2
6 =2 3 & v =20
2 1
3 1 2
6 2 4
9 =1 3 +1 6 < wg = 1y + 1ug + Ovs
5 1 4

In concluzie, avand dati m vectori din R™ pentru a studia dpenedenta sau independenta
acestor vectori se procedeazd astfel:
e Li se asociazi celor m vectori matricea ce are pe coloane vectorii respectivi, A = [vy|va] . .. [U].
e Se reduce matricea A la forma scard redusd, SY.
e Dacia forma scard redusa are m pivoti (m fiind numarul de vectori), atunci concluzionam
cd vectorii vy, Vo, . . ., Uy, sunt liniar independenti.
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e Dacd numadrul de pivoti r este strict mai mic decat m, atunci vectorii vy, Vs, . . . , Uy, sSunt
liniar dependenti si relatiile dintre ei se deduc astfel:
e Daca pivotii sunt plasati in coloanele ji, jo, ..., J,, atunci tragem concluzia ca
vectorii vj,,vj,, ..., v;, sunt liniar independendenti, iar ceilalfi vectori se pot exprima ca si
combinatii liniare ale acestora.

Exemplul 3. Si se studieze dependenta sau independenta sistemului de vectori din R®:
v = (1,2,4,-2,5)" vy = (2,3,0,1,-2)",v3 = (4,5, 8,7, -16)"
si in caz de dependentd sa se determine relatia/relatiile dintre vectori.

Matricea asociatd A = [v;|ve|vs] este:

1 2 4
2 3 5}
A= 4 0 -8
-2 1 7
5 —2 —16
Forma scara redusa:
1 0 -2
01 3
S9=100 0
00 O
00 O

Din SY rezultd cd rangul matricii A este 2 deci diferit de numérul de vectori. Prin urmare cei
trei vectori sunt liniar dependenti si v3 = —2v; + 3v3, pentru ¢ in SY avem:
coloana 3 = -2 x coloana 143 X coloana 2.

4.4 Definitia bazei
Definitia 4.4.1 Un sistem ordonat de vectori,
B = (61,62,...,€n)

din spatiul vectorial R", formeazd o bazd in R" dacd:

B1. Vectorii sunt liniar independenti;

B2. Orice alt vector v din spatiul R" se exprimd ca o combinatie liniard unicd a vectorilor
€1,€E9,...,€En.

V=111 + Xy + -+ Tpep, T1,To,..., T, €ER 4.8)
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Scalarii xy, xo, . .., x, din exprimarea vectorlui v in functie de vectorii bazei B, se numesc
coordonatele vectorului v in baza B.

Numele de bazd este sugestiv, deoarece vectorii ei constituie fundamentul, baza”, pe care
se construieste intreg spatiul. Cunoscand vectorii bazei, prin combinatii liniare ale acestora, se
“construieste” orice alt vector din spatiu.

Exemplul 4. Sistemul de vectori B = (e; = (1,0,0)7,e5 = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1)T) consti-
tuie o bazi in spatiul vectorial R3.

B1: Sa ardtam cd vectorii e, ey, €3 sunt liniar independenti. Matricea asociatd: A =
[e1]ea]es] este:

A=

o O =
S = O
_ o O

Deoarece det(A) = 1, rangul matricii este 3, deci egal cu numirul de vectori. Prin urmare
conform criteriului practic, vectorii eq, es, e3 sunt liniar independenti.

B2: Fie v = (21,79, 73)" un vector din R®. S ardtdm c# el se exprimi ca o combinatie
liniardi a vectorilor ey, e, e5. Intr-adevir:

T T 0 0 1 0 0
v = ) = 0 + | x2 |+ 0 =X 0 +Zo 1 +x3+ 0 = Tr1e1+Tee2+T36E3
) 0 0 T3 0 0 1
Observam cd coordonatele unui vector v = (1, X9, xg,)T din R?, in baza B, sunt chiar
numerele reale ce definesc tripletul v. De exemplu coordonatele vectorului v = (—5,4,1)7 1n
baza B sunt —5,4, 1, adicd v = —bey + 4eq, +1e3. Aceastd bazad se numeste baza canonicd sau

baza standard din R3.
In mod analog se aratd ca :

In spatiul vectorial R" /R, sistemul de vectori:
B=(e;=(1,0,0,...,007,e5 = (0,1,0,...,0)" ... e, =(0,0,...,1)T)

constiuie o bazd. Aceastd bazd se numeste baza canonicd din R™/ R.



