Cursul 11

Valori si vectori proprii ai unei matrici simetrice.
Forme patractice

11.1 Valori si vectori proprii ale matricilor simetrice

O clasa particulara de matrici patratice cu elemente reale este cea a matricilor simetrice
fata de diagonala principala, adica matrici A = (a;;), 4,j = 1,n, cu proprietatea ca
a;; = aj;, ¥V i,j = 1,n. Cu alte cuvinte, o matrice patratica A, cu elemente reale si cu
proprietatea AT = A este o matrice simetrica.

Exemplul 1. Matricile urmatoare sunt matrici simetrice:

2 -7 0
A:{_é ?1 M=| -7 =3 1
0 15

Matricile simetrice cu elemente reale prezinta particularitati in ceea ce priveste valorile
proprii i vectorii proprii corespunzatori. Si anume:

I. Polinomul caracteristic asociat unei matrici simetrice A € M, (R),
P,(\) = det(A — \AI,), are toate radacinile reale (deci nu are si radacini
complexe!)

II. La valori proprii distincte ale unei matrici simetrice corespund vectori
proprii ortogonali.

Exemplul 2. Se da matricea simetrica

2 1 0
A=11 3 -1
0 -1 2

Sa aratam ca polinomul caracteristic are trei radacini reale gi sa determinam cate un
vector propriu corespunzator fiecarei radacini.

Polinomul caracteristic,

2— A 1 0
P\ = 13- —1|=(2-A2B-N)=22-N)=2-N[2-N)E -\ —2]
0 -1 2—A
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are radacinile \; = 2, Ay = 1, A3 = 4. Sa determinam un vector propriu vy, corespunzator
valorii A = 2:

Coordonatele (z,y, z) ale vectorilor proprii sunt solutii nebanale ale sistemului omogen
de matrice A — 215:

0 1 0 T | 0
1 1 -1 y|l =10
0 -1 0 z | 0
Rangul matricii sistemului este 2. Alegand determinantul principal
0 1
Bp = 1 1
notand a = z, gi rezolvand sistemul:
Oz +1ly4+0a = 0
lr+1ly—1laa = 0

obtinem ci vectorii proprii sunt de forma v = «(1,0,1)7,a € R Alegem v; = (1,0,1)T.
In mod analog, determinam vectorii proprii:

va(1, =1, =1)7 w3, (1,2, —1)T

corespunzatori, respectiv valorilor proprii Ay = 1, \3 = 4. Sa verificam ortogonalitatea
lor:

v rvy = (1,0,1)-(1,-1,—-1) = 0

vi-vy = (1,0,1)-(1,2,—1) =0

vervy = (1,—-1,-1)-(1,2,—-1) = 0

Proprietatea II si acest exemplu, ne indica faptul ca daca o matrice simetrica de tip

n x n are valorile proprii distincte doua cate doua, atunci in R™ se poate construi o
bazi ortonormatd formati din vectori proprii ai lui A. In exemplul de mai sus, vectorii
(v; = (1,0, D)7 vy = (1,—1,—1)",v3 = (1,2, —1)T) constituie o bazd ortogonala formata
din vectori proprii. Baza ortonormata de vectori proprii se obtine, normalizand vectorii
v1, Vg, 3, adica luand versorii lor:

U1 1 Vg 1 U3 1

- = = 17071 yUWp = 77— = —= 17—1,—1,U BaETET = 1?27_1
forl = VoL 0Dt = i = 51 ) a (1.2,-1)

B — —
(i Teoll = V6

11.2 Forme patratice definite pe R"

Definitia 11.2.1 Fie A o matrice simetricd A = (a;), 1,7 = 1,n. Aplicatia Q : R" — R

care asociaza unui vector v ce are in baza canonica coordonatele xq,To, ..., Ty,
T
T
v=| . ,
Tn

un numdr real, prin Q(v) = vT Av, se numeste formd pdtraticd.
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Mai precis,
ayn Qi ... Qip T
Qug) = [ 21 = Ty | iz G2 oo fon " (11.1)
Q1 Qop .. Gpp T

Efectuand produsele, obtinem expresia analitica a formei patratice @), relativ la baza

B:

2 2 2
Q(x1, 9, ..., Tp) = a1 T]+000T5+ + +AppTr+2019T1 To+- 4201, X1 Tp++ - +20p—1 nTp_1Ty

Exemplul 3. Forma patratica definitd pe R?:

-2 1 T
Q(%,M):[l’l 36’2}[ 1 3} [x;}:_2$%+211$2+3$%

Aceasta expresie ilustreaza de ce functia se numeste patratica: expresia ei este o suma de
termeni de grad 2 in 1, xo, adica ceea ce se numeste polinom omogen de grad 2.
Daca cunoastem expresia analitica a unei forme patratice ) : R” — R, adica un

polinom omogen de grad 2 in xy,xs,...,x,, matricea simetrica ce o defineste conform
relatiei Q(v) = vT Av se determind astfel:
e coeficientii patratelor x? 22 ... 22 sunt respectiv elementele ayi,ass, ..., a,, din

matricea simetrica A;
e coeficientii produselor z;x; impartiti la 2 sunt elementele a;; si aj; din matricea A,
1,7 =1,n.

Exemplul 4. Se di forma patratica @ : R® — R definitd prin Q(zy, e, 3) = 227 +
3x1T9 + 6123 — 595% — 8Tox3 + x% Matricea simetrica asociata este:

3
2 = 3
2

O forma patratica ia valori reale care pot fi pozitive, negative sau zero.

Definitia 11.2.2 O forma patratica Q) definita de matricea simetrica A este forma patratica
nedegenerata daca det(A) # 0 si forma patratica degenerata dacd det(A) = 0.



4 Cursul 11, Algebra—Geometrie, E. Petrisor, decembrie 2015

Definitia 11.2.3 Forma patratica Q) : R™ — R care ia valori strict pozitive oricare ar fi
vectorul v € R"\ {0} se numeste forma patratica pozitiv definita. Dacd Q ia valori strict
negative oricare ar fi v € R™ \ {0} atunci ea se numeste forma negativ definita. Daca
pe anumiti vectori Q) ia valori pozitive, iar pe altii negative, atunci () se numeste forma
patratica nedefinita.

Analizand expresia analitica a formei patratice din Exemplul 4 este greu sa ne pronuntam
daca ea este pozitiv definita, negativ definita sau nedefinita. Este insa foarte simplu sa

indicam tipul formei patratice dacd ea contine doar termeni in 2%, i = 1, n.

Exemplul 5. Forma patratici Q(z1,z2,73) = —327 — 23 — 423 este evident negativ
definita, forma Q(z1, T2, v3) = 22% — 3+ 623 este nedefinita, deoarece Q(1,0,1) =2+6 =
8> 0, iar Q(0,1,0) = —1 < 0.

Observam ca putem deduce rapid tipul unei forme patratice daca ea este definita de
o matrice diagonala, care evident este simetrica:

)\1 0 ... 0 T

0 )\2 0 i)
Q(xlax27"'7xn):|:x1 T2 ... I‘ni| : : . .

0O 0 ... A\, Tn

:)\133%4‘)\233%4—4‘)\”1%, N eER

O forma patratica a carei matrice de definitie este diagonala se zice ca este in forma
canonicad.

Deoarece o matrice simetrica este similara cu matricea diagonala a valorilor sale pro-
prii, D = diag(A1, A2 ..., \,), se poate demonstra ca:

e daca toate valorile proprii ale matricii unei forme patratice sunt strict pozitive, forma
este pozitiv definita;

e daca toate valorile proprii ale matricii unei forme patratice sunt strict negative,
forma este negativ definita;

e daca matricea A are valori proprii si pozitive si negative, atunci forma patratica este
nedefinita.

e Daca matricea A are cel putin o valoare proprie egala cu 0, atunci forma patratica
este degenerata si nu putem spune daca este pozitiv definita, negativ definitita sau
nedefinita.

Exemplul 6. Si se determine tipul formei patratice: Q : R? — R, Q(w1, z2) = 22 + 323 +
21‘11[2.

Forma patratica () este definita de matricea simetrica:

(1]
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care are valorile proprii A\; = 1,y = 2. Deoarece amble sunt strict pozitive, forma
patratica este pozitiv definita.

Prin urmare, cand se da o forma patratica @) : R® — R, i se determina matricea A
(care este o matrice simetrica).

Tipul formei patratice se determina calculand valorile proprii ale matricii A si analizand
semnele valorilor proprii.

In analiza matematica unei functii f : R® — R, de clasa C? i se asociaza matricea
simetrica Hess(f)(x) a derivatelor de ordin 2 intr-un punct (x), numita Hessiana functiei
in acest punct. Elementele a;; ale acestei matrici sunt:

0% f
8$ial‘j

(xO)aivj = 1,_71

aij =

Daca xq este un punct critic al functiei f, adica

of
&xi

(Z’O) :O,VZ:L_TL,

atunci tipul formei patratice avand ca matrice, matricea Hessiana in zy indica daca punc-
tul zy este punct de maxim, minim, sau punct sa.

In Fig.11.1 este ilustrat graficul unei forme patratice Q : R? — R, Q(xy,12) = \a? +
A3, pentru cazul @ — pozitiv definita (A1, Ay > 0), negativ definita, Ay, Ay < 0 i respectiv
nedefinita, A\; > 0, Ay < 0. Observam ca in primul caz (0,0) este punct de minim, pentru
cd Q(z1,22) > 0,V v = (z1,22)7 # 0, In al doilea este punct de maxim si in al treielea
este punct sa. La analiza ati inviitat ca o functie f : D € R? — R, de clasd C” pe D,
r > 2, este aproximata in vecinatatea unui punct critic (xg,xg2) de o astfel de forma
patratica i deci tipul extremal al punctului critic depinde de tipul punctului (0, 0) pentru
forma patratica asociata.

In probleme economice functia f poate fi functia profit si determinarea posibilitatii
obtinerii unui profit maxim, sub anumite restrictii, revine practic la a determina tipul
unei forme patratice. De exemplu, s& determinam hessiana functiei f : R? — R definita
prin f(x,y) = 2* + y* — 3xy, in punctul sdu critic. Derivatele partiale:

of _ of _
%—2:3 3Y, 8y_2y 3w

se anuleaza(iau valoarea zero) in punctul (0,0). Deci acesta este punctul critic al functiei

f
Derivatele partiale de ordin 2 ale functiei f sunt:
2 2 2
Of_, Of_ O,
0x? 0xy
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z

xr

Fig.11.1: Graficele a 3 forme patratice aduse la forma canonica, ¢(x1,z2) = )\1:1:% + )\gx%:
stanga, forma este pozitiv definita, centru, negativ definita si cea din dreapta, nedefinita.

Astfel matricea hessiana lui f in (0,0) este:

0? 0?
Hess(f)(0,0) = 2 5 %Y =
ﬁ(o 0) ﬂ(o 0) -3 2
Oxdy "’ oy2
Aceasta matrice simetrica are valorile proprii Ay = 5, Ay = —1, deci forma patratica

asociata este nedefinita, iar punctul (0,0) este punct sa pentru functia f.



