Cursul 9

Planul in si dreapta in spatiu

9.1 Sisteme de axe ortogonale in plan si spatiu

In plan se considera sistemul de axe ortogonale Oxy, unde O este un punct fixat. Axa
Oz, are directia si sensul vectorului e; = (0,1)7, iar Oy a vectorului e; = (0,1)7. Un
punct arbitrar din plan M are coordonatele (x,y) relativ la acest sistem de axe, unde x
si y sunt coordonatele vectorului OM in baza canonici.

In spatiu se considera axele ortogonale Ox, Oy, Oz, care au respectiv directia si sensul
lui e; = (1,0,0)T, e5 = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1)7.
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Fig.9.1: Semnificatia coordonatelor unui punct M din plan raportat la un sistem ortogonal de
axe (stanga), respectiv din spatiul 3D (dreapta).

Un punct arbitrar M din spatiul tridimesnional are coordonatele (z,v, z), definite ca
fiind coordonatele vectorului OM in baza canonici B = (e1,e€2,€3).

In Fig.9.1 sunt ilustrate doua sisteme de axe ortogonale, unul in plan (stanga) si cel
de-al doilea in spatiul tri-dimensional (dreapta).

La orice doua puncte A(zy,xo,...,x,), B = (y1,92,...,ys) (n1=2, 3) le asociem vec-

torul E:
1@ =B - A
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Coordonatele vectorului AB se obtin scazand din coordonatele punctului B coordo-
natele punctului A:

(A, B)—n@

Yy — 21
ﬁ: ?J2—.$2
Yn — Ty

Proprietati ale vectorilor definiti de cate o pereche de puncte:
AB + BC = zﬁ, V A, B,C € P (relatia lui Chasles);
B

C

Aplicand relatia lui Chasles pentru punctele A, B, C identice (toate notate A), obtinem
ﬂ—i—ﬂ:ﬂ, adicéﬂzQER“.

Relatia lui Chasles aplicata punctelor A, B, A conduce la AB + BA = A4 = 0, adica
BA = —AB.

Cu alte cuvinte, vectorul ce are punctul de aplicatie, A, si extremitatea libera, tot A
este vectorul nul.

Vectorul 371 este opusul vectorului 1@ )

Relatia Chasles se extinde la un numar finit de puncte:

A Ay + Ay + - + A Ay = A A,

Exemplul 1. In R? se dau punctele A(1,2-3), B=(—4,1,0). Sa se determine coordo-

natele vectorului AB.
Conform definitiei AB =B — A= (—4—1, 1 -2, 0— (—3))T = (=5, -2,3)T.

Definim distanta dintre doua puncte A, B ca fiind norma vectorului AB:
d(A, B) = | AB|

Daca A = (x1,29,...,2,) st B = (Y1,Y2,.-.,Yn), atunci vectorul @(yl — T1,Yo —
To, ... Yn — 2,) T si deci distanta dintre doud puncte A, B este:

d(A,B) = |1AB| = g1 — 21> + (o — 2 + -+ Yo — 70)? =

= V@i =)+ @ — )+ + (20— yn)?
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Doua puncte A, B determina un segment, notat [A, B].
Mijlocul segmentului [A, B] este punctul M cu proprietatea ca m §

Daca A(ay,as,...,a,), B(bi,bs,...,b,), M(x1,2,...,2,), atunci din relatia AM =
MEB rezulta aceeasi rela§1e intre coordonatele din poz1§1a 1 a vectorilor AM § adica:
i +0i —
.’Ei—&i:bi—ﬂfi, = 2$Z:al+bz <:>.Z'i:a/—2i_ , VZ:L?”L

Prin urmare coordonatele mijlocului unui segment sunt egale cu media aritmetica a coor-
donatelor corespunzatoare ale extremaitatilor segmentulus.

Exemplul 2. In R3 se dau punctele A(—-1,2,4), B(3,0,-5), C(1,-17,2).
a) Sa se calculeze distanta de la A la mijlocul segmentului [B, C].
b) Sa se calculeze cosinusul unghiului BAC

a) Fie M(x,y, z) mijlocul segmentului [B, C]. Coordonatele sale sunt:

:L’:?)g—lzl y:077:—3.5, z = 52+2
Distanta d(A4, M) = /((—1 —2)2+ (2+ 3.5)%2 + (4 + 1.5)2 = V9 + 5.52 + 5.5
=9+ 60.5 = 8.34.
b) Unghiul BAC este unghiul dintre vectorii AB : Ac.

A

=-1.5

B
AB=B- A= 9), AC = —2). Astfel:

TAT Aﬁ A3 8+ 18+ 18 44 44
cos(BAC) =
|AB| |AC| V6 +4+8lv/A+8l+4 +101+89 /190

9.2 Planul in spatiu

In continuare notim cu B = (i,j, k) baza canonica din R? (notatie consacrata in geometria
analiticd). Consideram spatiul R? raportat la sistemul de axe ortogonale, Ox, Oy, Oz.
Un punct din spatiu raportat la acest sistem de axe are coordonatele (z,v, 2).
Reamintim c& daci v(xy, Ta, x3), w(y1, Yo, y3) sunt doi vectori din R3, atunci produsul
lor vectorial este un vector notat, v x w € R3, si coordonatele sale in baza canonica (i, j, k)
se determina din dezvoltarea dupa prima linie a determinantului:
i j k
VXW=|x1 T2 T3 |=
Y Y2 Y3

To X3
Y2 Y3

1 T2
Y1 Y2

T T3
Y1 Y3

k (9.1)
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Vectorul v x w este ortogonal si pe v i pe w:

vXxwly, vxwlw

Daca 7 este un plan, numim normala la plan un vector N € R? cu proprietatea ca

oricare ar fi doua puncte P, ) € 7 in plan, vectorul N este ortogonal pe PQ).

[ -
N

S

~a ¢

9.3 Planul determinat de un punct si normala la plan

Fie M(xo,yo, 20) un punct fixat si N = Ai + Bj + Ck un vector fixat. Planul ce contine
punctul M si are normala N este format din multimea punctelor M din spatiu cu propri-
etatea ca vectorul N este perpendicular pe MyM, adica produsul scalar < N, MqM >= 0:

7= {M(z,y,2)| <N,MyM >= 0} (9.2)

Dar vectorul W are coordonatele: W =M—My=(x—x0)i+ (y —v0)j+ (2 — 20)k.
Astfel produsul scalar < ﬁ, W >= 0 este echivalent cu A(x —x¢) + B(y —yo) + C(z —
2p) = 0. Ecuatia:

A(x—x%x0)+B(y —yo) +C(z—29) =0 (9.3)

este ecuatia planului ce contine punctul Mj(xg,yo,%Zo) si are normala N =
Ai+ Bj + Ck.

Exemplul 3. Sa se scrie ecuatia planului ce trece prin My(—1,4,2) si are normala ﬁ =
31— T7j+ 2k.

Ecuatia ceruta este:
3z+1)—T(y—4)+2(2—2)=0
Ecuatia (9.3) este echivalenta cu:

Ar+ By+ Cz+ (—Azg— Byo—Cz2) =0 < Arx+By+Cz+D=0 (9.4)

D

Ecuatia Ax + By + Cz + D = 0 se numeste ecuatia generala a planului
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Observam ca coeficientii lui x,y, z, din ecuatia generala a planului reprezinta
coordonatele normalei la plan. De exemplu, normala planului de ecuatie —2z + 5y —
32+ 11=0este N = —2i + 5j — 3k.

Plane de coordonate in spatiu

Sistemului de axe ortogonale xOyz, ce au directiile i, j, k, i se asociaza trei plane:
e planul ce trece prin O si are normala k = 0i + 0j + 1k are ecuatia O(x — 0) + 0(y —
0)+ 1(z — 0) =0, adica z = 0.
z

i, O~
T / \ Yy
In acest plan toate punctele au coordonata a treia, z, egala cu 0. Numim acest plan,
planul 20y.
In mod analog obtine ecuatia:
e planului yOz: x = 0;
e planului z0z: y = 0.

Planele xOy, xOz, yOz se numesc plane de coordonate, deoarece in primul coordonata
z este 0, in al doilea coordonata y, iar in al treielea coordonata x.

9.3.1 Plane paralele in spatiu

Doua plane
1 AliL'—i-Bly—i-ClZ—i-Dl =0
Yy A2I+Bgy+CQZ+D2 = 0

sunt paralele daca si numai daca normalele lor ﬁm = Aji+ Byj + Chk, ﬁm = A+
Bsj + Csk sunt coliniare ﬁmHﬁm, adica exista A # 0 astfel incat N)m = AN.,. Relatia
de coliniaritate scrisa pe coordonate revine la:

Ay = MA;
By, = \B;
02 - )\Cl
sau echivalent:
A2 BQ . 02

A B G
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Exemplul 4. Planele
7T1i—2l’+y+52—7 =0
my: —2x+y+52+10 = 0

sunt paralele.

Exemplul 5. Sa se scrie ecuatia planului ce contine punctul M (0,2, —7) si este paralel
cu planul 7 : 4x — 32+ 2 = 0.

W

o

Practic trebuie sa scriem ecuatia planului « ce contine punctul M gi are aceeasi nor-
mala ca si planul 7, adica N, = 4i + 0j — 3k. Deci ecuatia planului va fi:

a: 4(r—0)+0y—2)—3(z+7) =0, adica 4r—32—-21=0

Plane paralele cu planele de coordonate.

Doua plane ale caror ecuatii generale difera doar prin termenul liber, D, sunt plane
paralele, deoarece au aceeasgi normala. Astfel putem afirma ca orice plan paralel cu:

e planul xOy are ecuatia z = A, A € R (planul 2Oy are ecuatia z = 0, deci ecuatia
unui plan paralel cu el difera doar prin termenul liber i va fi z = \) ;

e planul yOz are ecuatia x = A\, A € R;

e planul xOz are ecuatia y = A\, A € R;

9.3.2 Planul determinat de un punct si doua directii date

Fie My un punct fixat si v1 = 11 + mj + niK, v9 = loi + moj + nok doi vectori nenuli si
necoliniari. Pentru a determina ecuatia planului ce contine punctul M, si directiile celor
doi vectori, notat m(Mjy; vy, vs), tinem seama ca normala la plan este perpendiculara pe
orice vector din plan, deci si pe vy, vs.
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N
)

MO i’ (b
U1

Dar un vector simultan perpendicular pe doi vectori dati este produsul vectorial al
celor doi vectori. Deci normala la planul cautat este:

i ] k
ﬁ B _ 1y | my ong . L i my K
=V X Uy = 1 M1 M = — l I
I ma MNg 2 N2 2 Ma
2 m2 712 N ~ J N\ ~ J N\ ~ J
A B C

Prin urmare planul ce contine punctul M si directiile vq, v, are ecuatia:

my na L m L my
e e w | e =0
adica
r—%0 Y—Yo <— %20
W(MO; 1)1,?]2) . ll my T =0 (95)

9.3.3 Plane perpendiculare

Doua plane

|
o

- Al.ﬂj—{—Bly—l-OlZ—{—Dl
T @ A2$—|—BQ’!/+CQZ—|—D2 =0

sunt perpendiculare daca si numai daca normalele lor sunt perpendiculare.
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Exemplul 6. Sa se arate ca planele 7y : —x4+2y+32+1=0,m:52+Ty—32—6=0
sunt perpendiculare.

Normalele celor doua plane sunt respectiv: ﬁm = —i+ 2j + 3k, ﬁm = bi+ 7j — 3k.
Produsul lor scalar este: < N}m, N}m >= —5+14 — 9 = 0. Deci ﬁm 1L No,.
9.4 Dreapta ce contine un punct si are directia data

Fie My(xq, Yo, 20) un punct i d =l + mj + nk un vector nenul. Dreapta ce trece prin
My si are directia j este multimea punctelor M cu proprietatea ca vectorul M, M este
coliniar cu vectorul

d={M(z,y,2) | Mo =t d,t € R}!

Sa exprimam analitic relatia de coliniaritate. M, M= (r —zo)i+ (y — yo)j + (2 — 20)k.
Conditia de coliniaritate M, M= t7 scrisa pe coordonate conduce la:

T —x9 = tl
y—1vy = tm (9.6)
zZ—2zy = tn

cea ce este echivalent cu:

d- =% _Y—Y% _~— %0 (9.7)
[ m n

Ecuatiile (9.7) reprezinta ecuatiile dreptei ce trece prin punctul My(zo, Yo, 20) $i are
directia d = [li + mj + nk.

Inotsm prin d dreapta si prin d directia sa
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Ecuatiile (9.6) se mai pot scrie:

r = xo—i‘tl
y = y+tm tekR (9.8)
zZ = zy+1tn

In aceastd form ele se numesc ecuatiile parametrice ale dreptei. Daca t parcurge pe R,
punctul de coordonate (x(t) = zo +t1,y(t) = yo + tm, z(t) = 2y + tn) parcurge dreapta.
Interpretand t ca timp, (x(t),y(t), 2(t)) reprezinta coordonatele la momentul ¢ ale unui
punct care se misca pe dreapta d.

Exemplul 7. Se da dreapta de ecuatii:

d: r—2 y+1 z2-5
-3 0 1

Ce particularitate are aceasta dreapta?

La prima vedere suntem tentati sa spunem ca ecuatiile dreptei sunt incorecte, deoarece
contin o fractie cu numitorul zero. Sirul de rapoarte egale exprima insa coliniaritatea
vectorilor (z —2)i+ (y+ 1)j + (2 — 5)k, —3i + 0j + 1k, adica pentru fiecare punct de pe
dreapta M (z,y, z) exista un ¢t € R astfel incat:

r—2 = =3t
y+1 = 0t=0
z—5 = 1t
Din y +1 = 0, rezulta ca in punctele dreptei avem y = —1, adica dreapta este inclusa

intr-un plan paralel cu planul Oz ( ce are ecuatia y = 0).
Dreapta d are directia d = —3i +0j+ k.

Doua drepte sunt paralele daca si numai daca vectorii lor directori sunt
coliniari.

Exemplul 8. Sa se scrie ecuatiile dreptei ce trece prin punctul P(3,4,—2) si este per-
pendiculara pe planul 7: z — 2y + 5z -8 =0

Dreapta d fiind perpendiculara pe plan are directia normalei la plan: d =N =
i — 2j + bk. Deci ecuatiile ei vor fi:
r—3 y—4 =242

1 -2 5
Accentuam ca in rezolvarea problemelor de dreapta si plan trebuie sa tinem
seama ca un plan este caracterizat de vectorul normal, iar o dreapta de vec-
torul director.
Pentru a determina ecuatia unui plan din conditii geometrice date, trebuie sa:
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e sa determinam un punct continut in plan si directia normalei sau
e sa determinam un punct si doua directii continute in plan.

Exemplul 9. Sa se determine ecuatia planului ce contine punctul P(5,—7,1) si dreapta

4 oy—1 3
rhe Yy _z7 (9.9)

d:
-2 0 7

%

Din enunt avem un punct continut in plan. Dreapta d fiind inclusa in plan, rezulta ca
planul contine directia lui d, adica d = —2i+ 0j 4 7Tk. Din aceste informatii incercam sa
mai deducem o directie v # d continuta in plan:

Pentru aceasta alegem un punct de pe dreapta d. Cel mai evident punct ce apartine
dreptei este M(—4,1, —3) (il deducem din numaratorii fractiilor ce definesc ecuatia (9.9)
comparand cu ecuatia generald a unei drepte (9.7). Astfel o alta directie continuta in
plan va fi v = PM=M-P= (=4 =5)i+(1+7)j+ (—3—1)k = —9i+ 8j — 4k. Planul

cerut este planul 7 determinat de punctul P, si directiile d ,v:

™

r—5 y+7 z—1
x(P;d,PM): 20 7 =0
9 8 4



