Cursul 6

Produs scalar in R". baze ortonormate

6.1 Definitia produsului scalar in spatiul R"

Din cele studiate pana in prezent avem posibilitatea sd adundm doi vectori din R" sau sa-i
inmultim cu scalari. Sd definim si directia unui vector din R":

Definitia 6.1.1 Doi vectori v,w € R™ au aceeasi directie sau sunt coliniari, §i notam v||w,
dacd existd un scalar nenul \ € R astfel incdt w = Av.

Dacid v = (21,9, ..., 2,)7 siw = (y1,%2,...,9n)", atunci w = \v este echivalent cu:
hn ATy
Y2 AT
. = . )
Yn ATy,
adica

Y1 = AT1, Y2 = A2, ..., Yn = ATy,

Daca vectorul v nu are nici o coordonatd zero, atunci coliniaritatea lui v cu w se se mai exprima

astfel: Y Y y
L2 Iy

L L2 Tn
Prin urmare pentru a verifica dacd doi vectori v si w sunt coliniari se calculeaza rapoartele
Yi . — . o . ..
i =1,n si dacd ele sunt egale, atunci vectorii sunt

i

coordonatelor din aceeasi pozitie:

coliniari.

Exemplul 1. Si se testeze dacd vectorii v = (—1,2,0,3), w = (2,—4,0, —6) din R? sunt sau
nu coliniari.

Rapoartele coordonatelor din aceeasi pozitie sunt:

2 —4 0 -6
-1 270 3
Observam cd rapoartele 1, 2 si 4 sunt egale:
2 -4 -6
= — e — = — = —2
A -1 2 3



2 Cursul 6, Algebra—Geometrie, E. Petrigor, noiembrie 2015

La prima vedere suntem tentati sd afirmam cd raportul al treielea nu are sens, deoarece 1n anal-
iza matematicd 0/0 este caz de nedeterminare. Dar scrierea rapoartelor este doar o operatie
ajutitoare, pentru ca practic coliniaritatea revine la a verifica dacd y; = Az;, ori In cazul nostru
0 = A0, adica 0 = —2 - 0, si deci cei doi vectori sunt coliniari.

Dacd v||w si w = Av cu A > 0, atunci spunem cd v i w au aceeasi directie si acelasi sens.
Daca scalarul A este negativ, atunci vectorii v si w au aceeasi directie si sens opus.

Exemplul 2. Vectorii v, w din exemplul precedent au aceeasi directie, dar sens opus. Vectorii
up = (0,—6,15)T, uy = (0,—2,5)7 € R? au aceeasi directie si acelasi sens, pentru cd uy =
0.5U1.

In fizicd vectorii din plan, respectiv din spatiul tri-dimensional sunt caracterizati in plus si de
modulul sau marimea vectorului. Pentru a asocia unui vector din R"”, modulul sau, vom defini
notiunea de produs scalar a doi vectori, care in plus ne va permite sd caracterizdm si pozitia
relativa a doi vectori (unghiul a doi vectori).

Definitia 6.1.2 Produsul scalar a doi vectori v = (x1,%a, ..., 2,)", w = (y1,y2, -, yn)’ din
R™ este un numdr, notat v - w sau < v, w >, unde:

VW= T1Y1 + ToYo2 + - Tpln
Observam ca

Y1
Ty ey + o taya =0 w =2 @ oz, ]| P

Yn

Produsul scalar verificd urmatoarele proprietati:

PS1.v-v >0,Vv e R"siv-v=0dacd si numai dacd v = 6 ( adica produsul scalar al
unui vector cu el Tnsusi este un numar mai mare sau egal cu zero, si este egal cu zero, doar dacd
v este vectorul nul);

Intr-adevir, v - v = 22 + 23 4 --- + 22. Suma unor pitrate de numere reale este evident
un numar pozitiv si este egal cu zero doar dacd z; = 9 = --- = x, = 0, adiciv = 6, =
(0,0,...,0);

PS2. v-w=w- v,V v,w € R", deoarece:

VoW =Ty + Ty o+ Tl = Y101+ Yoo+ Ynlp = W - VS

PS3. (cjv1 + asvy) - w = ay(vy - w) + as(ve - w), ¥V vy, v9,w € R,V a1,a9 € Rsi
V- (511U1 + 5211]2) = 61(’1) . wl) + /BQ(U . wg), Vv,wl,wQ cR" §1V @1,62 c R.
Discutie:

e Numele produsului este sugestiv, deoarece asociaza la doi vectori un scalar.
e Datorita proprietatii PS1 se spune ca produsul scalar este pozitiv definit.
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v+ w

Fig.6.1: Ilustrarea inegalitatii triunghiului determinat de doi vectori si suma lor.

e Proprietatea PS2 se numeste proprietatea de simetrie a produslui scalar. (Atentie nu este
comutativitate, pentru ca produsul scalar nu este operatie internd, adicd nu asociaza la doi vec-
tori un vector!).

e Proprietatea PS3 se numeste liniaritatea produsului scalar in primul argument (factor).

Proprietate: Produsul scalar dintre un vector v si vectorul nul 6 este O:
v-0=0, VoveR" (6.1)

Intr-adevir, = v —v. Deciv-0 =v - (v —v) = (v-v) — (v-v) = 0.
Spatiul vectorial R" in zestrat cu produsul scalar de mai sus se numeste spatiu vectorial
euclidian si se noteaza (R", <>) sau (R™ -).

6.1.1 Marimi si notiuni definite cu ajutorul produsului scalar

1. Norma sau modulul unui vector
Proprietatea PS1 ne asigurd cd produsul scalar al unui vector cu el insusi, v - v, este un numar

pozitiv. Are deci sens radical din v-v. Notdm ||v|| def Vv - v € R si numim acest numér, norma
vectorului v (modulul sau ”lungimea” vectorului”).

Norma are urmatoarele proprietéti:

N1. ||v]| > 0si ||v]| = 0, dacd si numai dacd v = 0;

Intr-adevir, daci v = (21, 29,...,7,)7, atunci ||[v]| = Vo-v = /23 + a3+ + 225
evident cd este numadr pozitiv, egal cu zero, doar daca toate coordonatele vectorului sunt zero.

N2. ||jv +w| < ||v]| + ||w], V v,w € R

N3. [[av]| = |al||v]|,Vv e R"§iV a € R.

Proprietatea N1 a normei indicd cd norma sau modulul unui vector este un numar pozitiv, si
acesta este egal cu zero, doar daca vectorul este vectorul nul. Prin urmare doar vectorul nul are
modulul (mdrimea) egala cu zero.

Proprietatea N2 Tnseamnd cd modulul sumei a doi vectori este mai mic sau egal cu suma
modulelor celor doi vectori. Aceastd proprietate reprezintd generalizarea la un spatiu vectorial
de orice dimensiune, a inegalitatii triunghiului din geometrie (Fig.6.1).

N3 evidentiaza ca norma produsului dintre un scalar si un vector este modul scalarului ori
norma vectorului.
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Exemplul 3. In spatiul vectorial (R?, -) se dau vectorii v = (—3,1,4)”, w = (2, —5,1)T. Si se
calculeze produsul scalar v - w si sd se compare normele celor doi vectori.

Produsul scalar v - w = —3 -2+ 1(=5)+4-1=—-6—-5+4=—T,
v = V(=32 +14+42 = \/9+1+16 = V26 = 5.099, |[w] = /22+(-5)2+1 =
V4 +25+1=+/30 = 5.477. Deci ||w|| > ||v].

6.2 Versorul unei directii. Vectori ortogonali

Fiind dat un vector v # 6 din R™ exista o infinitate de vectori coliniari cu v (ce au aceeasi
directie ca v), si anume toti vectorii de forma av, a € R, a # 0. Vectorii w = av, a > 0 au
acelasi sens ca v, iar cei pentru care o < 0 au sens opus. Vectorii cwv, corespunzatori la diferiti
scalari o au norme diferite. Dintre tofi vectorii ce au aceeasi directie si sens ca v alegem unul
particular, si anume, acela care are norma egald cu 1:

Definitia 6.2.1 Fie v un vector nenul din R". Vectorul ce are aceeasi directie si sens ca v §i

norma egaldi cu 1, se numeste versorul lui v si se noteazd v°.

Conform acestei definitii, versorul se exprima astfel:

W =av, >0, si 0 =1
Si deducem o formuld de calcul a versorului lui v # #: Calculand norma ||v°|| = ||av| =
1 . . . . .
allv]| = 1, rezultd cd o = ol si deci versorul lui v se exprima in functie de v astfel:
v
1
W=~ p= " (6.2)
loll = vl
Deci dacd v = (21, 23, ..., z,) atunci versorul siu va fi:
0 v T T2 Ln

v

IRV R

Exemplul 4. Si se determine versorul vectorului v = (5, —1,4,3)T € R%,

Norma vectorului v, este ||v|| = /25 + 1 4 16 + 9 = v/51. Deci versorul vectorului v este:

oY _(5,—1,4,3)T_( 5 -1 4 3 )

o] V51
3. Cosinusul unghiului a doi vectori

Pentru a putea defini unghiul dintre doi vectori, precizam cd produsul scalar a doi vectori
v - w este un numdr real pozitiv, negativ sau zero. Astfel modulul produsului scalar, |v - w| este
modulul acestui numar real, v - w. Se poate ardta cd avem urmadtoarea inegalitate:

- w| < Jollflwl, ¥ ov,weR" (6.3)

— ,
Vit as+-+a2 Jaitad 4 +a2 Vol ad+--
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numitd inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz. Daca vectorii v si w sunt diferiti de vectorul
nul, atunci normele lor ||v||, |w|| sunt diferite de zero si inegalitatea Cauchy se poate scrie in
forma echivalenta:

v-w V- w

<1 &-1<|—<1
- I (.

[v][[[]]

Se stie cd cosf € [—1,1],V 0 € R, deci | cos | < 1 si functia cos este bijectivi pe intervalul
[0, ]. Deoarece pentru doi vectori nenuli v, w € R,
v w

1< |——<1
[[v][{|w]]

rezultd cd existd existd un unic 6 € [0, 7] astfel incat

cosf = v (6.4)
[ollfwl]

Unghiul de mésurd 6 il numim unghiul dintre vectorii v si w, si astfel cosinusul unghiului
dintre doi vectori nenuli este:

v-w

cos(ZLv,w) = (6.5)

[v][]]w]]

Observatia 6.2.1 La fizicd produsul scalar a doi vectori din plan s-a definit ca fiind produsul
modulelor celor doi vectori cu cosinusul unghiului dintre vectori. Din relatia (6.5) rezultd cd
in orice spatiu vectorial cu produs scalar, avem cd:

v-w = ||v||||w]| cos (Lv,w). (6.6)

In concluzie cosinusul unghiului a doi vectori di informatie despre pozitia relativi a doi vectori
intr-un spatiu vectorial. Observam cd daca produsul scalar a doi vectori nenuli este zero: v-w =
0, atunci cosinusul unghiului dintre cei doi vectori este 0: cos (Zv,w) = 0. Deci misura
unghiului (Zv, w) este /2 (90°). Aceasta particularitate ne conduce la:

Definitia 6.2.2 Doi vectoi nenuli v,w € R" care au produsul scalar egal cu zero se numesc
vectori ortogonali (perpendiculari). Notam v_Lw §i citim v este ortogonal pe w.

Exemplul 5. Se dau vectorii v = (=7,1,3)T,w = (0,2, -1)T € R3, u = (3,1,2)". Sd se
calculeze cosinusul unghiului dintre v si w si sd se arate ca w L wu.
_vw  —7-0+1-2-3-1 -1 -1

[vllllwll  V49+1T+9vV4A+1  B9vVE /295

Pentru a verifica ortogonalitatea vectorilor w si u calculam produsul lor scalar: w -u = 0-3 +
2-1—1-2=0. In concluzie vectorii w si u sunt ortogonali.

cos (ZLv,w)
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6.3 Baze ortonormate in R”
Definitia 6.3.1 Un sistem de m vectori nenuli din R", § = {vy,vs,...,v,}, cu proprietatea
cd oricare doi vectori distincti sunt ortogonali, adicd v; - v; =0,V i,5 € {1,2,...,m},i # j,
se numeste sistem ortogonal de vectori.
Propozitia 6.3.1 Un sistem ortogonal de vectori este un sistem liniar independent.
Demonstratie: Fie S = {vy, v, ..., v,,} un sistem ortogonal de vectori, adici:
vi-v;=0,Vi,7€{1,2,....m},i#j (6.7)
Presupunem cd o combinatie liniard a acestor vectori este egald cu vectorul nul:
101 + QaUg + -+ QU + - U =0, 1,0, ..., €ER (6.8)
inmul;im scalar ambii membrii ai relatie (6.8) cu vectorul v;:
(g + - 4+ QUi + - QpUy) v = (0 - v;) (6.9)

Aplicand proprietdtile produsului scalar si ortogonalitatea a doi vectori distincti, avem:

ar(vy-v) + ot ap(v e v) + s Fan (v ) = (0-v;) =0 (6.10)
~—~— S~~~ ~—~—
=0 £0 =0
Rezulta deci ca

Dar produsul a doud numere reale este zero doar daca cel putin unul din factori este zero. Cum
v; - v; # 0 (pentru cd v; # 0), rezultd ca o; = 0, ¢ = 1, m. Prin urmare vectorii ortogonali sunt
liniar independenti. O

Aceastd particularitate a sistemelor de vectori ortogonali ne asigurd cd un sistem ortogonal de
n vectori din R™ formeaza o baza.

Definitia 6.3.2 O bazd din R"™ formatd din vectori ortogonali doi cdte doi se numeste baza
ortogonala. Baza B = (ey, e, . .., e,) ce are vectorii distincti ortogonali doi cdte doi i fiecare
vector are norma egald cu I numeste baza ortonormata.

Deoarece doi vectori e;, e; sunt ortogonali dacd produsul lor scalar este egal cu zero, matematic,
faptul ca baza B este ortonormatd se exprima astfel:

eoe;=0Vitj si |ell=1,Vi=Tn (6.12)

Precizam cd produsul scalar e; - e;, al unui vector dintr-o baza ortonormatd, cu el insusi, este
egal cu 1, ¢; - ¢; = 1. Intr-adevdr, norma vectorului e; este egala cu 1, adicd, /e; - e; = 1 sau
echivalent, ridicand la patrat, e; - e; = 1.
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Uo €2

(31 e1

Fig.6.2: Bazd ortogonald in stAnga si ortonormatd in dreapta.

Diferenta dintre o bazi ortogonald (uy, us, u3) si una ortonormati (e, e, e3), din R? este
ilustrata in Fig.6.2.

Exemplul 6. Baza canonici din spatiul vectorial (R, -) este o bazi ortonormata.
Si verificim in cazul n = 3: B = (e; = (1,0,0)7, e = (0,1,0)7, e3 = (0,0, 1)T).
er-es = (1,0,007-(0,1,0)" = 1-0+0-1+0-0=0
€1-€3 = (1,0,0)T' (0,0 =0
€y - €3 = (O,l,O)T' (0 0 ) 0

Deci baza canonica este ortogonald. Sa aratam ca este si normata, adica fiecare vector are norma

1 (este versor):
el =vV1I2+ 02+ 0> =1, Jeof =1, [les|| =1

Y

0
1
77]‘

T
T

In continuare vom ardta cd spre deosebire de bazele arbitrare, coordonatele unui vector intr-o
bazd ortonormatd se calculeaza foarte simplu.

Propozitia 6.3.2 Dacd B = (u1,us, . .., u,) este o bazd ortonormatd in (R",-) si v un vector
arbitrar din R", atunci coordonatele vectorului v in baza B sunt x; = v - u;, i = 1,n, adicd
coordonatele vectorului v se obtin calculdnd succesiv produsul scalar dintre v §i vectorii bazei

B.

Demonstratie: Baza 3 fiind ortonormata avem

0 dacdai+#j
ui.uj:{ | dachi =7 (6.13)
Fie
U =T1Uy + Tolg + o Tty -+ Ty, (6.14)

exprimarea vectorului v in baza ortonormatd B. Inmultind scalar fiecare membru al relatiei
(6.14) cu vectorul u; obfinem:

vewg = oy (ug o wg) + wo(ug - wg) 4+ A (ug o wg) + g (U wg), (6.15)
-0 —0 -1 =0

adicdv-u; = z;,1 = 1,n. o
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Observatia 6.3.1 Un vector v are urmdtoarea exprimare in baza ortonormatd B:

v= (v u)uy + (v-ux)ug + -+ + (V- Up)Up. (6.16)
Exemplul 7. In spatiul vectorial (R?, -) se di baza
B < < 1 0 1 ) ( 1 4 1 ) (2 1 2>>
=\ =\|—7=Y == ],U = ) ) YyUs =\ 557575
V2 V2) VIR VIR VvIs) T \3 373

Sa se arate cd B este o bazd ortonormatd si sd se determine coordonatele vectorului v =
(—3,1,2) relativ la baza 5.

Verificdm ortogonalitatea:

(1 1
up-ug = |(—=,0,———=

7 0

[\]
]

(1 . 1) (2 1 2) 9 2
Uy - u = =Y T T = . 5 57 o = = ==
L V2 V2) \333)  3v2 32

( 1 4 1 ) (2 1 2) 2 4 N 2 0
uz - uz = ) ) ‘NS5 ] T - = U.
2 V18 V18 V18 37 33) 3/18 3V18  3VI®

Sa calculam norma fiecarui vector din baza:

lua] = V1/24+1/2=1, |uo| =+/1/18 +16/18 +1/18 =1, ||us|| = /4/9+1/9+4/9 =1

Coordonatele vectorului v relativ 1a baza B sunt

1 1 3 2 5
v o= veup=(—3,1,2) —,0,——):————:——
2 2 V2 2 2
1o (41 > 3, 4 2 31
ro = v-uy=(-3,1,2)- , ’ = — = -
’ ’ V18" V18" V18 VIS VI8 VI8 VI8 2
B C(sag). (2 12y 6 1 4
taom vt =T L3 Ty 3) T T3 T3 8
Deci imi in baza B astfel S it =
€C1 v S€ exXprima 1n obaza astiel v = ———=u —=1U u
P NG 1 \/52 3



