Probleme de antrenament pentru examen

a)Sa se verifice dacd sistemul de vectori v; = (—=2,1,5)% vy = (=5,-8,8)T,v3 =
(1,3,—1)7 € R? este liniar independent sau dependent si in caz de dependentd si se
determine relatia dintre ei.

b) Dati definitia versorului unui vector nenul, w € R™. Céat este norma unui versor?
Se dau vectorii v = (1,2,1)T, v = (0, —1,3)T. S& se calculeze cosinusul unghiului dintre
cei doi vectori si versorul lui w = —2u — v.

2. a) Ce este o bazd ortonormata in R3? Pornind de la vectorii v = (0,—1,3)7, u =
(1,2,1)7 si efectuand produse vectoriale succesive si se construiasca o bazd ortonormata
in R3.

b) Sa se scrie ecuatia planului ce contine punctul M(—1,1,2) si este perpendicular pe

dreapta:
r+2 y—>5 z

d: =3 1 9

Desenati dreapta si planul!.

G e e o . . -~ 1 =2
c) O forma patraticad Q : R? — R este definitd de matricea simetricd A = [ 9 1 } :

Determinati expresia analitica a formei patratice si apoi calculati valorile proprii ale ma-
tricii A. Deduceti analizand semnul valorilor proprii daca forma patratica este pozitiv
definita, negativ definita sau nedefinita.

3. a) Se da sistemul Az = b:

9 1 -3 —1 71 1

1 -1 2 -3 iQ — | =2

5 1 —4 -5 3 0
Ly

Aplicand teorema lui Kronecker Capelli sa se verifice daca sistemul este compatibil sau
incompatibil si in caz de compatibilitate sa se determine multimea solutiilor. Pentru
rezolvare puteti recurge si la calculul formei scars a matricii prelungite A = [A[b].

b) Sa se verifice daca coloanele matricii

-2 =5 -1
A= ['U1|U2’U3] = 1 —4 7
2 3 3

sunt vectori liniar independenti sau dependenti si in caz de dependenta sa se determine
relatia dintre ei.



c¢) Dati definitia versorului unui vector nenul, w € R". Cat este norma unui versor?
Se dau vectorii u = (1, —2,3), v = (0, —1,2)T. S& se calculeze cosinusul unghiului dintre
cei doi vectori si versorul lui w = 4u — 3v.

4. a) Ce este o baza ortonormata in R3*? Pornind de la vectorii v = (2, —1,0)T, u =
(1,2,3)7 si efectuand produse vectoriale succesive si se construiasca o bazd ortonormata
in R3.

01
1 1 |. Calculati A = BT B. Este matricea A simetrica?
10
Sa se scrie ecuatia planului ce contine punctul M(—2,5,2) si este perpendicular pe
dreapta:

b) Se da matricea B =

d: = _z
-1 2 3

Desenati dreapta si planul!.

o . o . . . 2
c) O forma patraticd Q : R? — R este definitd de matricea simetrici A = 3 i }

Determinati expresia analitica a formei patratice si apoi calculati valorile proprii ale ma-
tricii A. Deduceti analizand semnul valorilor proprii daca forma patratica este pozitiv
definita, negativ definita sau nedefinita.

5. a) In spatiul vectorial R? se di baza canonicd B = (e1,e2,e3) i baza
B = (v; =(3,2,1),v9 = (1,0,1),v3 = (1,2,0)).
Sa se determine matricile de trecere Tgp §i Tps si coordonatele vectorului v = (3,2, —2)

relativ la baza B'.

d) Cum se defineste produsul scalar a doi vectori din R™, v = (z1,79,...,2,)7, w =
T
(ylaAy% s 7yn) 7 Dar norma ||U||?
In ce conditii vectorii vy, vo, ..., v € R™ se numesc vectori liniar dependenti?

6. a) Fiev = (z1,3,...,7,)T € R" un vector nenul. Definiti versorul directiei si sensului
2 1 3 r

T ’ €

V14 V14 14)

lui v si deduceti formula de calcul a versorului. Este vectorul u = (

R? un versor?
b) In R? se d& baza

o~ (o= (o) - (o) = (5)

a) Sa se verifice ca B’ este o baza ortonormata si sa se determine coordonatele vectorului
v =(—2,0,1) relativ la baza B'.

7. a) Cand un vector v € R" se numegte vector propriu al unei matrici A de tip n x n?
Cum se calculeaza polinomul caracteristic al lui A?



b) Se da matricea:

41 -1
A=12 5 =2
4 4 -1

Valorile sale proprii sunt \; = 2, Ao 3 = 3. Sa se determine vectorii proprii corespunzatori
c) Sa se determine ecuatiile dreptei d ce trece prin originea axelor de coordonate,
0(0,0,0) si este paralela cu dreapta:
r+2 y—-3 =z

d : = = -
-1 0 5

Sa se determine panta tangentei si a normalei la curba I' de ecuatie y = In x in punctul
A(1,0).

8. a) Fie I' o curba plana diferentiabila, parametrizata de r(t) = (x(t),y(t)),t € I. Care
este directia vectorului tangent la curba intr-un punct arbitrar?

b) Se da matricea
-3 1
=[]

Sa se determine valorile si vectorii proprii corespunzatori.

¢) Se da planul 7 de ecuatie —2x + y + 11z — 1 = 0. Care este vectorul director al
normalei la plan? Sa se scrie ecuatiile dreptei d ce este perpendiculara pe planul 7 si trece
prin punctul M (0, —-2,1).

Ce ecuatie are planul 2Oy din spatiul R3?

9. b) O matrice A € My5(R), A = [v1|ve|vs|vg|vs], are forma scara redusa:
1
0
0
0

Sa se precizeze rangul matricii A si daca sistemul de vectori (vq, v, v3, vy, v5) este liniar
dependent sau independent. Daca este dependent, scrieti relatiile de dependenta ce se
citesc din forma scara redusa.

10. a) Fiev = (1,—-2,0)", w = (2,3, —1)T. S& se calculeze produl vectorial u = v x (vxw)
si sa se verifice ca u este ortogonal pe v X w.

b) Ce este o matrice simetricd? Sa se arate cd matricea A = MM?, unde M =

0 2

corespunzatori pentru matricea A.

2 L Lo ax . . T . .
{ , este o matrice simetrica. Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii

c) Sa se determine ecuatia planului (7) ce contine punctul P(—2,1,3) si directiile
vectorilor v; = 2i — j + 5k si vy, unde vy este vectorul director al dreptei:
r+3 y—1 =z2-4
-2 1 0

3



11. a) Sa se verifice daca sistemul urmator are doar solutia banala sau si solutii nebanale.
Daca admite si solutii nebanale, deduceti care sunt acestea:

20 +0y—3z = 0
3r+5y—10z = 0
r— oy +4z =0
b) In spatiul vectorial R? se di baza canonicd B = (e1,es) si baza B = (u; =

(1,2)T uy = (—=1,3)T). Sa se determine matricile de trecere Typ, T s i coordonatele
vectorului v = (—7,3)" in baza B'?

c) S& se determine un vector din R? simultan perpendicular pe vectorii v = (—1,2,0)%,
w = (3,-2,1)T. Calculati apoi norma vectorului w x v.

12. a) Sa se determine valorile proprii A, A2 si vectorii proprii vy, ve ai matricii
7 5
A=
i 7]

b) Fie A(1,1,2), B(—3,0,1) doua puncte. Sa se determine vectorul 7 _ AB. S se

scrie ecuatiile dreptei ce trece prin punctul A si are directia 7

13. a) O forma patraticd Q : R? — R este definitd de matricea simetrici A =

1 =2 o . e e e . . .
{ P Determinati expresia analitica a formei patratice si apoi calculati valorile

proprii ale matricii A. Deduceti analizand semnul valorilor proprii daca forma patratica
este pozitiv definita, negativ definita sau nedefinita.
b) O curba plana este parametrizata de r(t) = (5sin(t),3t* +1). Sa se determine
N ) N—_——
x(t) y(t)
vectorul viteza (tangent), 7(75), Intr-un punct arbitrar al curbei si apoi in punctul A
corespunzator lui t = 0.

14. Sa se arate ca baza:
2 3 1 1 2 4 2 1 1
V14T V14714 V217 V217 V21 V6 V6 V6

este ortonormata si sa se determine coordonatele vectorului v = (1,2, —3)7 relativ la baza
B’ fara a folosi matricea de trecere, ci doar exploatand faptul ca baza este ortonormata.

B = (u1 = ( )" us = ) us = ")

15. a) Folosind procedeul lui Schmidt si se construiasca in R? o baza ortornomata, B,
pornind de la baza B = (v; = (1,0,0),ve = (2,0,1),v3 = (2,1,1)). Sa se determine apoi
matricea de trecere de la baza canonica la baza ortonormata construita si matricea de
trecere inversa.

b) Sa se determine vectorul director al dreptei d de intersectie a planelor:

T - —21‘+y+52—11:0
mr x+3y—224+7=0

4



Sa se determine vectorul viteza 7(¢) in punctul A(¢ = 0) al curbei parametrizata de
r(t) = (e' cost, e sint).

16. a) Se da matricea

11 1
A= [Ullvglvg] = 01 =2
-1 1 1

Este sistemul de vectori & = {vy,v2,v3} un sistem de vectori ortogonali din R3? Sa se
calculeze produsul vectorial v; X v, si sa se arate ca acesta are directia vectorului vs.

Folosind procedeul Gramm-Schmidt sa se contruiasca din baza B = (f; = (1, —-2)7, (=3,4)T)
o baza ortogonala.



