Cursul 5

Baze iIn spatiul vectorial R", continuare

In cursul precedent am aritat ci sistemul de vectorii
B=(e;=(1,0,0,...,007, e, =(0,1,0,...,0)" ... e, = (0,0,...,1)T)

constiuie o bazd in R". Aceastd bazi se numeste baza canonicd din R"/R.
Baza canonicd nu este Tnsa singura baza din R". S& ilustram existenta altor baze in cazul
concret al lui R?.

Exemplul 1. Sa se arate ca sistemul de vectori
B = (v; = (~1,2,0)" vy = (2,3, -2)",v3 = (4,1, 1))

constituie o bazi fin spatiul vectorial R3. Si se determine apoi coordonatele vectorului v =
(—3,1,5)T relativ la aceastd bazi.

B1. Sd ardtdm ca vectorii din sistem sunt liniar independenti folosind criteriul practic:

-1 4
A= [U1’U2|U3] = 2 1
0 -2 1

N W DN

Determinantul matricii este det(A)=-7, deci rangul matricii este 3 si egal cu numdrul de vectori.
deci vectorii sunt liniar independenti.

B2. fie v = (a1, as, a3)”, un vector arbitrar din R®. Trebuie si aritim ci v se poate exprima
ca o combinatie liniard a vectorilor vy, v, v3: v = Y101 + YaU2 + Y3v3, unde yy1, Yo, y3 € R.
Inlocuind fiecare vector cu tripletul reprezentativ avem:

(aly as, a3>T = yl(_]-a 27 O)T + y2<27 37 _2)T + y3(47 17 ]-)T =
(ar,a2,a3)" = (—y1 + 2y2 + 4y, 2y1 + 3y2 + y3, 0y1 — 2yo + 1y3)7”

Egalitatea celor doi vectori conduce la sistemul:

-1+ 2y +4ys = a
200 F3y2+ys = az (5.1
Oy —2y2 +1ys = as

1
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A arita cd orice vector v = (a1, as, ag) se poate exprima unic ca o combinatie linird a vectorilor
V1, Vg, U3 Tevine la ardta cd oricare ar fi termenii liberi ai sistemului de ecuatii liniare si neomo-
gene (5.1), acesta este compatibil determinat, adici exista o unica solutie (y1, yo, y3). Matricea
sistemului este A = [v;|vg|vs]. Determinantul ei este diferit de zero, deci sistemul este com-
patibil determinat. Unica solutie se poate determina fie cu metoda lui Cramer, fie prin metoda
matriciala, adica:

U1 a1 Y1 a1
Al | = | a g Y2 | = A7 ay
Y3 as Ys as

In concluzie sistemul de vectori B’ constituie o bazd in R3, insi spre deosebire de baza
canonicd, coordonatele unui vector v in aceastd baza nu se pot “citi” automat din tripletul
reprezentativ, ci trebuie sd rezolvam sistemul (5.1) pentru a afla aceste coordonate.

S# determinim coordonatele vectorului v = (—3,1,5)7 in baza B, adici scalarii vy, ¥2, ¥3
astfel incéat (-3, 1, 5)T = 911 + Y2vy + y3vs. Efectudnd calculele ca mai sus, determinarea
coordonatelor y;,7 = 1, 3 revine la a rezolva sistemul:

—h + 2y +4dys = -3
21 +3y2+ys = 1 (5.2)
Oy1 —2y2+1lys = 9
adica:
n 3 1 2 477" =3
& Yy | = A7 1| = 2 31 1
Ys 5 0 -2 1 5

Acest exemplu ilustreazi ci in spatiul vectorial R? nu existd doar o singuri bazi.

Se poate demonstra cd in R™ existd o bazd B = (ey, e, . . . , €,), atunci existd o infinitate de
baze cu acelasi numdr de vectori n. Numdrul n se numegste dimensiunea spatiului.

Exemplul 2. Spatiul vectorial R?/R are dimensiunea 2, deoarece baza canonici B = (e; =
(1,0)7, e5 = (0,1)7), contine doi vectori. In mod analog, R?/R are dimesiunea 3, iar R" /R
are dimesiunea n.

5.1 Matricea schimbarii de baza

Fie B, B’ doud baze in R"/R, B = (e, €s,...,6,), B' = (uy,us,...,u,). B onumim baza
veche, iar B', baza noud. Deobicei B va fi baza canonici!

Orice vector v din spatiu se exprimi ca o combinatie liniari a vectorilor unei baze. In
baza B, v are exprimarea v = x1€; + To€y + -+ + Tpepn, 7; € R, i = 1,n, iar in baza B':
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V= YUy + YoUs + - F Ynly, i € Ry1=1,n. In mod natural ne intrebim n ce relatie sunt
cele doua seturi de coordonate ale vectorului v:

I: T1,T2y...,Tp
11 : Y1, Y2, - s Yn

Pentru a determina o relatie intre ele, tinem seama ci B3 este o baza si deci vectorii noii baze

se pot exprima ca o combinatie liniard a vectorilor ey, es, . . ., €,:
Uy = ape; + a2y + -+ aipey
Uy = QA21€1 + A92€2 + *+ - + Gon€y
(5.3)
Up = (p1€1 + Ap2€a + -+ Apply

unde a;; sunt scalaridin R, 7,7 = 1, n.

A

Definitia 5.1.1 Matricea Tpp ce are pe coloane coordonatele vectorilor uj, j = 1,n in baza
B, se numeste matricea de trecere de la baza B la baza B'.

Ui U9 Up,
U 1
a1 asr ... QApt
" (5.4)
Q12 G2 ... Qp2
Tpp =
A1p A2 ... Qpn

In mod analog se defineste matricea de trecere de la baza 3’ la baza 3. Adicd daci exprimdm
vectorii vechii baze, e;, © = 1,n, ca si combinatii liniare a vectorilor noii baze, e; = c;;u; +
CioUs + - - - Cinuy, Matricea de trecere de la baza B’ 1a baza B este:

€1 €2 €n
AN \J
C11 Co1 ... Cp1
C1a G ... Co (5-5)
Tpp =
Cin Copp ... Cpn

Trp fiind matricea de trecere de la B la B', T/ realizeazi trecerea inversd de la B’ 1a B. Astfel
ne este sugeratd ideea cd cele doud matrici sunt inverse una alteia. In continuare vom arita ca

Intr-adevar:

Tos = Tiph (5.6)
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In acest scop exprimdm relatiile dintre vectorii celor doud baze in forma matriciald, si anume

(5.3):
Uy ail  Aaig A1n
Uz Q21 Q22 (057
Up, i L An1  Ap2 Ann
respectiv
€1 Ci1 C12 Cin
€2 Co1  C22 Con
€n 1 | Cpnl Cn2 Cnn
Combinand ultimele doud relatii matriciale, avem:
Uy ailr a2 A1n €11 C12
Uz 21 QA22 A2n Ca1 €22
Un Ap1  Ap2 Ann Cn1 Cp2

€1
€2

€n

Uy
U2

U,

(5.7)
(5.8)

Uy

2 (5.9)

Uy,

Dacd am efectua inmultirile Tn aceasta ultima relatie am obtine exprimarea vectorilor bazei 5’ in

functie de ei Tnsisi. Dar vectorii uy, us, . .

U = U
U2 = U2
Up = Up,
care matricial se scrie:
U 1 0 . 0
Us 0 1 0
Uy, 00 ... 1

Comparand ultimele doua relatii (5.9, 5.10), rezulta ca:

a1 a2 Q1n C11 €12 Cin
21 Q22 A2n Ca1  C22 Con
An1  Ap2 Ann Cn1 Cp2 Cnn

Uy
U2

10
01

0 0

., Up, sunt liniar independenti si deci nu se pot exprima
unul ca o combinatie liniard a celorlalti. Singura exprimare posibila este:

(5.10)
0
0
: (5.11)
1

sau aplicand transpunerea in fiecare membru al acestei ultime egalitati matriciale, obtinem:

T T = In

-1
& Ipp=Tgp



Cursul 5, Algebra—Geometrie, E. Petrigor, octombrie 2015 5

adicd matricea de trecere de la baza B' la baza B este inversa matricii de trecere de la baza B
la baza B’ si evident cd matricile de trecere sunt nesingulare.

Vom arita in continuare cd matricea de trecere dintre doud baze intervine 1n relatia dintre
coordonatele aceluiasi vector in cele doud baze. Mai precis:

Propozitia 5.1.1 Dacd vectorul v are exprimarea v = x1€1 + Toeo + - - - Tpe, in baza B, re-
spectiv v = yiuy + Yoo + - - - + YnUy, in baza B', atunci intre cele doud seturi de coordonate
existd relatia:

x1 n
X

ome | ] (5.12)
xn B yn B’

Demonstratie: Pornim de la exprimarea vectorului v in baza B/, v = yyu; + Yot + -+ Yptin
si inlocuim vectorii bazei B’ in functie de vectorii bazei B (conform (5.7):

_ "
Uz | 57
V=g byt Ytn = [0 Yo - Y | | | E
Up,
(5.13)
a1 a2 ... QAin €1
21 A9 ... Q9p ()]
[ Y Y2 - Yn }
Ap1 QAp2 ... Gpp En
Pe de alta parte v = x1eq + x9es + - - - €, adicd
€1
€2
v=[m o ... o] . (5.14)
€n

Ultimul membru din (5.13) reprezintd de asemenea exprimarea vectorului v in baza B. Deoarece
exprimarea unui vector intr-o bazd este unicd, rezultd ca:

ai;r a1 ... QAip

a1 Gy ... Qo
[xl Ty ... xn}:[yl Yo ... yn] :21 :22 :2 (5.15)

Ap1 Ap2 ... QApp
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Aplicand transpunerea in ambii membri ai relatiei (5.15) matricile linie devin matrici coloand
si conform proprietitii (AB)T = BT AT, obtinem:

X1 ayr Qg1 ... Qp1 n
X2 Q12 Q22 ... Qp2 Y2
= 1. . . ) (5.16)
Ln B Q1p A2n ... Qpp 3 Yn B
Ty
O

Notim in cele ce urmeaza prin [v] 5, matricea coloani constituitd din coordonatele vectorului
v in baza B.

Cu aceasta notatie relatia dintre coordonatele vectorului v in bazele I3, B’ se exprimé con-
centrat astfel:

v]s = Tppr[vp] (5.17)
respectiv:
[U}Bl = TB’B[UB] (518)

Exemplul 3. in spatiul vectorial R? considerim baza canonica B = (ey, €5, e3) si baza B =
(up = (=1,2, )7 up = (3,0, —4)T,us = (2,5, —1)T)

a) Sa se determine matricile de trecere intre cele doua baze: Tgp/, Tz5. Din matricea T sd se
deduca exprimarea vectorilor bazei canonice in functie de vectorii bazei B'.

b) Si se determine coordonatele vectorului v = (0, 4, —3) relativ la baza B'.

Rezolvare: a) Observam cd vectorii bazei I3’ sunt exprimati ca triplete de numere reale, deci
in baza canonica:

SR
uy = 2 = —161 + 262 — 163
— 1 -
- g
Uy = 0 = 361 + 062 — 463
- _4 -
R
Uz = 5 = 2e1 + beg — les
L _1 -
Astfel, féra nici un calcul prealabil putem da matricea de trecere de la baza I3 la baza B':
-1 3 2
TBB’ = [u1|u2|u3] = 2 0 5
—4 -4 -1

Matricea de trecere de la baza noud la baza veche, Tz este inversa matricii Tzg. Pentru
determinarea inversei calculam:
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e determinantul: det(A) = —90

e transpusa matricii 1pp:

-1 2 —4
Tig=| 3 0 —4
2 5 -1
e adjuncta:
20 -5 15
-8 —16 —6
Astfel inversa este:
1 20 -5 15
TB_K}/ = TB’B = —% —18 9 9
-8 —16 —6

Conform teoriei, coloana j a matricii 73 reprezintd coordonatele vectorului e; in baza 53

1

€1 = —%<20U1 - 18U2 - 8U3)
1

€y = —%<—5U1 + 9UQ — 16U3)
1

€3 = —%<15U1 + 9U2 - 6U3)

b) Vectorul v este exprimat n baza canonica si se cere sd gisim descompunerea sa in baza B':
v = Y1u1 + Yaus + Ysus, Y1, Yo, y3 € R. Coordonatele y1, y», y3 se pot calcula in doud moduri:

1. Inlocuim fiecare vector din baza B3/, cu tripletul reprezentativ:

Vo= yl£—161 + 2e9 — 463)14-?;2 \(361 + 0ey — 4des) +ys (2e1 + bey — les)

S . J

ul u2

u3
= (—1y1 + 3y2 + 2ys)er + (2y1 + Oya + Sys)ea + (—4y1 — 4ya — 1ys)es

Dar din enuntul problemei v = (0,4, —3)7, deci coordonatele lui in baza canonic# sunt:
0,4, —3. Astfel egaland coordonatele de mai sus cu 0, 4, —3, obtinem sistemul:

—ly1 +3y2+2y3 = 0
2y; + 0y2 + 5ys = 4
—dy —4dys — 1y = =3
sau matricial:
1 3 2] Tw 0
2 0 5| |w|=] 4

4 =4 —1 | |y -3
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Observam cd matricea sistemului este 7. Aceastd matrice fiind nesingulard, rezultd cd
sistemul are o unica solutie:

Y1 0 0 1 20 =5 15 0
Y2 = ng, 4 = TB’B 4 = % —18 9 9 4 =
Y3 -3 -3 -8 —16 —6 -3

L [-65 65/90

— | 9|=1|-=1/10

N1 46 46/90

Prin urmare vectorul v se exprima in baza 5’ astfel:

65 LA
YT 90" T 10" T g™

2. Metoda a doua se bazeaza pe relatia dedusd intre coordonatele aceluiasi vector Tn doud

baze:
v]p = Taglv]s,
adica:
Y1 0 1 20 -5 15 0
Y2 :TB’B = — —18 9 9 4
s 3| NV 8 —16 —6 || -3

Observam ca relatia dintre coordonatele unui vector relativ la doud baze este algoritmica si evitd
calcule suplimentare (comparativ cu metoda directa 1).

5.2 Subspatii vectoriale

Fie S o submulfime nevida in spatiul vectorial R”. Ne intrebdam in ce conditii .S are structura
de spatiu vectorial relativ la operatiile de adunare si Tnmultire cu scalari, definite Tntre vectorii
lui R™ deci si cei ai lui S. Evident ca daca sunt verificate cele 8 conditii din definitia spatiului
vectorial pentru .S, atunci S are structurd de spatiu vectorial real si 1n acest caz spunem ca S
este subspatiu vectorial sau subspatiu liniar al lui R".

Propozitia 5.2.1 O submultime nevidd S a spatiului vectorial R" este subspatiu vectorial dacd
si numai dacd urmadtoarele doud conditii sunt verificate:

SSVI. V s1,80 € S = 51+ s9 € S, adicd o datd cu doi vectori din S §i suma lor este tot din
S

SSV2.Va eRsiVseS= aseS|(produsul cuun scalar a unui vector din S este tot din
S).

Exemplul 4. Fie 0 vectorul nul din R™. Submultimea S = {0} C R" este subspatiu vectorial
al lui R™, numit subspatiul nul.
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Orice subspatiu vectorial S # {0}, contine vectorul nul 6, deoarece daci s € S, atunci —1s =
—se€ Ssidecif=s—s€S.

Exemplul 5. Multimea solutiilor S ale unui sistem liniar si omogen de m ecuatii cu n necunos-
cute, de matrice A(a;;), este un subspatiu vectorial al lui R" /IR.

Intr-adevar, fie sistemul liniar si omogen exprimat in forma matriciala:

a1 a2 ... Q1n o 0
a921 a9 ... Qo i) 0
Ami Am2 -+ Qmn T 0

sau mai concis Az = 6, unde z este vectorul coloani al necunoscutelor. Si ardtim cd S = {z €
R"™|Az = 0} este subspatiu vectorial al lui R".

SSV1: Fie z, y doud solutii, adicd Az = 0si Ay = 0. Atunci A(x +y) = Az + Ay =
04 0 = 0, deci x + y este solutie a sistemului.

SSV2: Fie a € R si z o solutie, adicd Az = 0. Atunci A(ax) = a(Ax) = a0 = 0, deci ax
este solutie si prin urmare S, multimea solutiilor formeaza un subspatiu vectorial al lui R".

Datoritd acestui exemplu, de acum Tnainte vom indica un subspatiu din R" ca fiind multimea
solutiilor unui sistem omogen dat. Ecuatiile sistemului se numesc ecuatiile subspatiului.

Exemplul 6. Multimea solutiilor sistemului:

2c —y+3z—-5t = 0
—zr+4y+z+7 = 0

este subspatiu vectorial in R?, pentru ci sistemul are 4 necunoscute.

Exemplul 7. Subspatiul vectorial de ecuatie:
—3r+2y—112 =0

este un subspatiu vectorial al lui R?, deoarece sistemul omogen (ce are doar o ecuatie) are trei
necunoscute.

5.3 Dimensiunea unui subspatiu vectorial

Dimensiunea unui subspatiu vectorial, .S, al lui R”, este mai mica sau egald cu n. Daci dimen-
siunea lui S este n, atunci S = R".
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Deoarece dimensiunea unui spatiu vectorial este datd de numarul de vectori dintr-o baza,
putem determina dimensiunea unui susbspatiu vectorial al lui R", de ecuatii Ax = 0,
dupa ce determinam efectiv multimea solutiilor sistemului A Xx6 si identificam o baza in
aceasta multime.

Exemplul 8. Sd se determine o baza in subspatiul vectorial

T
X

S:{S: ) €R3|l‘1—3l’2—5l’3:0}
I3

al lui R3 si dimensiunea acestui subspatiu.

S este conform definitiei mulfimea solutiilor sistemului format dintr-o ecuatie liniard si omogena:
x1 — 3x9 — barg = 0. Pentru a determina multimea solui tiilor observdm cad matricea sistemului
este A = [1 —3 —5]. A, = |1 este un determinant principal. Deci z; este necunoscuti prin-
cipald, iar a := x5, 8 := w3 sunt necunoscute secundare. Deci x = 3« + 55. Prin urmare S,
multimea solutiilor se poate exprima astfel:

3o+ 55 3 )
S={veR|v=| «a =a|l|[+8]|0],08ecR}
s 0 1
3 )
Astfel subspatiul S este generat de vectorii f; = | 1 |, fo = | 0 |. Deoarece acesti vectori
0 1

sunt liniar independenti, rezultd cd o bazd in S este Bs = (f1, f2), iar dimensiunea subspatiului
S este 2 (numarul de vectori din baza).

Se demonstreaza cd subspatiul vectorial S al lui R" ce este mulfimea solutiilor unui
sistem liniar si omogen A,,»,z = 0 este egald cu numarul de coloane ale matricii A minus
rangul lui A (adicd este egald cu numirul de necunoscute secundare din sistemul ce se
rezolva).




