Cursul 8

Metoda de ortogonalizare Gramm-Schmidt.
Produsul vectorial a doi vectori din R3.

8.1 Procedeul de ortonormalizare Gramm-Schmidt

Fie B = (v, v, ...,v,) baza arbitrara. Procedura Gramm-Schmidt este o metoda recur-
siva de constructie a unei baze ortonormate, B” = (uy,us, ..., u,), pornind de la baza
B.

e Mai intai construim progresiv prin metoda Gramm—Schmidt o baza ortogonala B’ =
(w1, wa, ..., wy).

e Baza B’ se va constitui din versorii vectorilor bazei B’

w1 w9 w
B// = (ul = y Up = =

) (8.1)

ol o] [l

Constructia bazei B':
Definim w; = vy si luam wy = v9 — Awq, unde scalarul A\ se determina, impunand ca
vectorul wy sa fie ortogonal pe wq, adica produsul scalar ws - w; = 0.

Vo - W1

'UJQ"wl:0<:>(Ug—)\wl)"wl:O<:>U2'U}1—>\(U}1‘U)1):O<:>>\:
w1 - Wy

Deoarece w; = vy # 0, produsul scalar wy - wy; > 0 gi deci A este bine definit. Astfel am
construit vectorii ortogonali wy, ws.
Determinam al treielea vector ws de formas:

W3 = v3 — ()\11111 + )\gwg),
unde scalarii \j, Ay 1i determinam din conditiile ca w3 sa fie ortogonal si pe w; si pe wo,

adica:
w3 - Wy = 0 (’U3 — ()\11U1 + )\ng)) W = 0

8.2
w3 - Wy = 0 (Ug — ()\1101 —+ )\ng)) Wy = 0 ( )
Efectuand produsele scalare in ambele ecuatii obtinem:
V3 - W1 — /\1(U)1 . U}1> - /\Q(wg . wl) = 0
=0
(8.3)
)\1(’11]1 . U)Q) + )\2('LU2 . UJQ) — V3 - Wy = 0
——

=0
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Deoarece w; si wy sunt deja definiti si sunt vectori ortogonali, produsul lor scalar este
zero: wi - wy = wy - w1 = 0 si astfel din prima, respectiv a doua ecuatie, obtinem:

(R Vs - W
A= Ay = ——2 (8.4)

wy - wy Wy - Wo

Continuand cu acelasi procedeu, in etapa n construim vectorul

Wy, = vy — (Mwy + Aaws + -+ Ay 1wy 1)

si determinam parametrii A\i, Ao, ..., \,_1 din conditiile:
w, -w; = 0
etz =0 (8.5)
Wy - Wp—1 = 0

Exemplul 1. Pornind de la baza B = (v; = (1,1,0),v3 = (—1,0,1),v3 = (—1,1,-2))
din spatiul (R3, -) si se construiascid o bazd ortonormatd in R3, folosind procedeul lui
Gramm-—Schmidt.

Rezolvare: Observam ca baza B nu este o baza ortogonala pentru ca vy - v = —1 # 0.
Deci are sens sa aplicam procedeul Gramm-Schmidt.
Notam cu B’ = (wy, wq, w3) baza ortogonala ce urmeaza sa o construim.

Definim:
w = V1 = (1,1,0)

Wy = Uy — Awj
Impunand ca wsy Lw; obtinem ca mai sus:

: ~1
)\:wl U2:—:

w1 - Wy 2

Deci vectorul ws are coordonatele:

wy = —%(1, 1,0) = (=1,0,1) = (1/2,—1/2,=1) || (1, =1, =2)

Pentru a lucra cu coordonate nefractionare se recomanda sa inlocuim vectorul ws cu
vectorul (1,—1,—2) = 2wy, care are aceeasi directie, deci este la fel, ortogonal pe w;.
Pentru simplificare notam noul vector (1, —1, —2) tot cu ws.

Constituim vectorul w3 astfel:

w3 = Vg — ()\1'11}1 + )\2'11)2)

si impunand conditiile de ortogonalitate pe w; si wy obtinem

N - B (GLL-2)-(10)

wy - W1 wy - w1




8.2. Produs vectorial

Astfel
wz =0-(1,1,0) + %(—1, 1,2)+(—1,1,-2) = (—4/3,4/3,-4/3) || (—1,1,
Prin urmare am construit baza ortogonala:
B = (w; = (1,1,0),wy = (1,—1,-2),w3 = (—1,1,—-1))

Baza ortonormata se obtine din B’ inlocuind fiecare vector w; cu versorul sau:

w1 C%; w3
B = (ug = — uy = Uy = )
[[wr ] [[wa] [[ws]]
adica: (1,1,0) (1,-1,-2) (—1,1,—1)
B// — (ul — ) ) 7u2 _ ) ) 7u3 ) ) )

8.2 Produs vectorial

—1)

Intr-un spatiu vectorial R™, cu n arbitrar, produsul scalar asociaza la orice doi vectori

v, w, un numar (scalar), v - w. In spatiul R3, raportat la baza canonica

B=(e;=(1,0,00",e5 = (0,1,0)", e3 = (0,0, 1)),

definim si ceea ce se numeste produsul vectorial a doi vectori, v si w, adica "rezultatul”

produsului este tot un vector din R3.

Definitia 8.2.1 Fie v = (z1, %9, 22)", w = (y1,92,y3)", doi vectori din R3. Produsul lor
vectorial este un vector notat, v X w, ale carui coordonate in baza canonica se obtin din

dezvoltarea dupa prima linie a determinantului formal:

€1 €2 €3
To XT3 r1 I3 T1 T2

1 T2 T3 | = - €3
Y2 Y3 Y1 Y3 Yyr Yo

Y1 Y2 Y3

(8.6)

Exemplul 2. Si se calculeze produsul vectorial v; X v, unde v; = (=2,1,3)T, v, =

(1,0,—4)" € R?.
€1 €2 €3
V1 X Vg = —2 1 3| = —461 — ey — €3
1 0 —4

Proprietati ale produsului vectorial:

1. |[vxw=—(wxvV)
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Intr-adevar,

To2 T3
Y2 Y3

Ty T3
Y1 Y3

Ty T2
Y1 Y2

VXW=

€3 (87)

Tinand seama ca schimband doua linii ale unui determinant intre ele obtinem minus
determinantul initial:

a b _|ec d
c d| a b |’
rezulta ca:
VX W = — Y2 Y3 e+ Y1 Y3 ey — Y1 Y2 es
To I3 Tr1 T3 Ty T2
_ Y2 Y3 R Y1 Yo _
o ( To T3 €1 Tr1 I3 62+ 1 T2 63) (88)
€1 €2 €3
= — | Y2 Y3 Z—(UJXU)
1 To9 I3

Aceasta proprietate a produsului vectorial se numeste anticomutativitate.
2. Daca vectorii v gi w sunt coliniari, adica w = Av, cu A # 0, atunci produsul vectorial
v X w = # gi reciproc, daca produsul vectorial adoi vectori nenuli este zero, v x w = 6,
atunci cei doi vectori, v, w sunt coliniari.

Daci v = (z1, Z2, v3)7, atunci w = (A\xy, Az, Az3)T si deci:

€1 €9 €3
VXW = X1 T T3 =
)\ZL’l /\1’2 )\ZL‘3
i) I3 T I3 T i) (89>
- )\l’g )\56'3 - ’ )\1'1 )\£C3 €2+ )\l’l )\l’g €=

= 061 +0€2—|—0€3 = 0,

deoarece daca doua linii ale unui determinant sunt proportionale, atunci determinantul
este egal cu zero.
Reciproca se bazeaza pe faptul ca daca:

a b
c d

-

atunci linia 1 este proportionala cu linia a doua.

3. Produsul vectorial v X w este ortogonal gi pe v gi pew, v xw L v,vxw L w.
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V1 X Vg

V2
U1

Sa aratam ca v X w L v, adica produsul scalar (v x w) - v = 0. Stiind ca produsul scalar
a doi vectori din R? este suma produselor coordonatelor din aceaasi pozitie avem:

(vxw)-v = T2 X3 T, — T1 T3 Ty T2 L3 =
Y2 Y3 1 Y3 Y1 Y2
v T T (8.10)
= T1 X9 X3 | = 0
Y1 Y2 Y3

Precizam ca penultima egalitate ilustreaza dezvoltarea determinantului de ordin 3 dupa
prima linie, iar ultima egalitate are loc deoarece doua linii ale determinantului coincid.
Analog se arata si ca v X w L w.

4. Norma produsului vectorial este egal cu produsul normelor celor doi vectori si
sinusul unghiului dintre ei: ||v x w|| = ||v||||w]] sin(v, w) (se verifica prin calcul direct).

5. Norma produsului vectorial a doi vectori este egala cu aria paralelogramului con-
struit pe cei doi vectori.

Demonstratie: Norma vectorului produs vectorial este: v x w|| = [Jv]|||w]|| sin(v, w).
Aria paralelogramului construit pe cei doi vectori (vezi figura de mai jos) este baza, B,
ori inaltimea, h, a paralelogramului. Lungimea bazei este B = ||v]|, iar inaltimea se afla

din triunghiul dreptunghic format, si anume:

_ h N
sin (v, w) = & h=||w| sin (v, w)
[[w]]
Astfel aria paralelogramului devine
A=B-h=|v|[w]sin(0;w) = [[vx w]|
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Proprietatea 3. a produsului vectorial ne asigura ca un vector simultan perpendicular
si pe v si pe w este produsul lor vectorial, v x w. Exploatand aceasta proprietate putem
construi o baza ortonormata in R?, doar din doi vectori.

Constructia unei baze ortonormate cu ajutorul produsului vectorial

Propozitia 8.2.1 Cu ajutorul a doi vectori vi,vs € R3, nenuli si necoliniari se poate
construi o bazd ortonormatd in R3.

Demonstratie: Construim mai intai o baza ortogonala B’ = (fi, fo, f3), pe care apoi o
normam, adica calculam versorii vectorilor din baza ortogonala:

LUQ: f2 "y = f3>
1]’ [ oI’ 1/l

B// = (u1 =

Si anume, luam:
i = wu
Ja = v X
Deoarece produsul vectorial vy X v este ortogonal pe ambii vectori vy, vy, rezulta ca fo L f.
Un vector simultan perpendicular si pe f; si pe fo este produsul lor vectorial, f; x fs,
deci luam:

fs = fix fa=wv1 X (v1 X va)

Baza ortonormata construita cu ajutorul vectorilor vy, vy este

B”:<u1:i,u2: f2 Uz = f3 )
IF2l /2] /51l

Exemplul 3. Pornind de la vectorii v; = (—=2,1,3)%, v = (1,0, —4)T € R3 si efectuand
produse vectoriale succesive, sd se construiasca o baza ortonormata in R3.

fl = U1 = <_27 173)T

€1 €2 €3
fQ = V1 XUy = —2 1 3 :—461—562—63
1 0 —4

€1 ()] €3
f3 = f1 X f2 = =2 1 3| = 1461 — 1462 + 1463 || €1 — ey + €3
—4 -5 -1

Baza
B =(fi=(-21,37" fo= (-4, -5 -1, f3=(1,-1,1)"

este ortogonala. Deoarece:

1Al = VA+T1+9=V14 | fol| = V16 +25+1=V42, ||fs| = VI+1+1=13,



8.3. Sisteme de axe ortogonale in plan si spatiu 7

baza B’ nu este normata (vectorii sai nu au norma 1).
Baza ortonormata construita pornind de la vectorii vy, vy este:

— T _4 —5 _1\T _ T
B//:(ulzmwg 4,5, -1)" (1, 1,1))

Vid V2P VA

8.3 Sisteme de axe ortogonale in plan si spatiu

In plan se considera sistemul de axe ortogonale Oxy, unde O este un punct fixat. Axa
Oz, are directia si sensul vectorului e; = (0,1)7, iar Oy a vectorului ey = (0,1)7. Un
punct arbitrar din plan M are coordonatele (x,y) relativ la acest sistem de axe, unde x
si y sunt coordonatele vectorului OM in baza canonici.

In spatiu se considera axele ortogonale Ox, Oy, Oz, care au respectiv directia si sensul
lui e; = (1,0,0)T, e5 = (0,1,0)7, e3 = (0,0,1)7.

24
ALY -
Y, D M(z,y, 2)
oM~ |
€34 |
Yoo p-------- 4 M(LC, y) 19) €2 : 2{62 >
oM~ | . o y
1 1 [
62‘ | 1/
I ,’1,‘61 ________ Ml
O] e rey x
X

Fig.8.1: Semnificatia coordonatelor unui punct M din plan raportat la un sistem ortogonal de
axe (stanga), respectiv din spatiul 3D (dreapta).

Un punct arbitrar M din spatiul tridimesnional are coordonatele (z,y, z), definite ca
fiind coordonatele vectorului OM in baza canonici B = (€1, €9,€3).

In Fig.8.1 sunt ilustrate doua sisteme de axe ortogonale, unul in plan (stanga) si cel
de-al doilea in spatiul tri-dimensional (dreapta).

La orice doua puncte A(zy,x9,...,2,), B = (Y1,¥2,-..,Yn) (01=2, 3) le asociem vec-

torul /@:
1@ =B—A

L

(A, B)—AB
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Coordonatele vectorului AB se obtin scazand din coordonatele punctului B coordo-
natele punctului A:

Y1 — 11
@: y2—‘332
yn_xn

Proprietati ale vectorilor definiti de cate o pereche de puncte:
AB + BC = AC,V A, B,C € P (relatia lui Chasles);
B

C

Aplicand relatia lui Chasles pentru punctele A, B, C'identice (toate notate A), obtinem
AA + AA = AA, adica A4 = 0 € R™.

Relatia lui Chasles aplicata punctelor A, B, A conduce la AB + BA = A4 = 0, adica
BA = —AB.

Cu alte cuvinte, vectorul ce are punctul de aplicatie, A, si extremitatea libera, tot A
este vectorul nul.

Vectorul ﬁ este opusul vectorului 1@ .
Relatia Chasles se extinde la un numar finit de puncte:

A Ay + Ay + -+ A Ay = A Ay

Exemplul 4. In R3 se dau punctele A(1,2 —3), B = (—4,1,0). Si se determine coordo-

natele vectorului AB.
Conform definitiei AB =B — A= (—4—1, 1 -2, 0— (—3))T = (=5, -2,3).

Definim distanta dintre doua puncte A, B ca fiind norma vectorului ﬁ :
d(A, B) = | AB|

Daca A = (x1,29,...,2,) si B = (Y1,Y2,--.,Yn), atunci vectorul @(yl — T1,Ys —
To, ... Yn — 2,) 7 si deci distanta dintre doud puncte A, B este:

d(A,B) = |1AB| = g1 — 21> + (o — 2 + -+ Yo — 70)? =

= V@i —p)?+ @ — )+ + (20— yn)?

Doua puncte A, B determina un segment, notat [A, BJ.
Mijlocul segmentului [A, B] este punctul M cu proprietatea ca AM = MB.
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Daca A(ay,as,...,a,), B(by, by, ... b,), M(xy,29,...,2,), atunci din relatia AM =
§ rezulta aceeasi relatle intre coordonatele din pozma 1 a vectorilor Aﬁ § adica:

G,Z—sz

Vi=1n
2 ) ? y T

xi—ai:bi—xi, = 2$Z:az+bz = T; =

Prin urmare coordonatele mijlocului unui segment sunt egale cu media aritmetica a coor-
donatelor corespunzatoare ale extremitatilor segmentulua.

Exemplul 5. In R? se dau punctele A(—1,2,4), B(3,0,—5), C(1,-7,2).
a) Sa se calculeze distanta de la A la mijlocul segmentului [B, C].
b) Sa se calculeze cosinusul unghiului BAC

a) Fie M(x,y, z) mijlocul segmentului [B, C]. Coordonatele sale sunt:

3+1 0—-7 -5+ 2
r="5-=2 y=-——-=-35 z=—
Distanta d(A4, M) = /((—1 —2)2+ (2+3.5)2+ (4 + 1.5)2 = /9 + 5.52 + 5.52
=419 +60.5 = 8/i_’>£
b) Unghiul BAC' este unghiul dintre vectorii AB , Ac.

A

=—15

B

AB=B- A= @ 9,—2). Astfel:

COS(B/\ zﬁ 1@ 8+ 18+ 18 44 44
|AB| |AC| VI6+4+8lVA+Sl+4 +I101+89 /190




