Cursul 2

Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

2.1 Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute consta din m ecuatii de forma:

1121 + a12x2 + - ATy, = by
T Ay G = bR b b b € R @.1)
A1 T1 + AmaTo + -+ Qpn®yn, = by
e Dacai toti termenii liberi ai sistemului sunt egali cu 0, b = by = ... = b, atunci sistemul:
anxi + apprs + - apr, = 0
At tntn =0 R b by by €R 2.2)
U121 + a,mgl:2 + - ampr, = 0

se numeste sistem omogen.
e Daci cel putin unul din termenii liberi este diferit de 0, sistemul (2.5) se numeste sistem
neomogen.

Exemplul 1. Sistemele urmatoare:

20 —by — 3z = rty—z =0

0
—Hr+2y—11z = 0
_ 4y =
r+ Ty +4z 0 Y32 = 0
sunt sisteme omogene, iar sistemele:
20 — 9y +4z = -3 shy—Tz = 1
—r+Ty+ 13z = _5r 43 — _g
6x +y — 32 = 1 vy =
sunt sisteme neomogene.
Pentru un sistem de forma (2.5) o solutie constd din n numere reale, x, xo, . . ., x,, care verifica

fiecare ecuatie a sistemului.
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Un astfel de sistem se numeste:

1. Compatibil determinat daca are o singura solutie;

2. Compatibil nedeterminat dacd are o infinitate de solutii);
3. Incompatibil daca nu are nici o solutie.

Un sistem de forma (2.5) se poate exprima matricial astfel:

a1 a12 ... QAip T b1
a91 a92 ... QAop ) bg
= . sau concentrat Ax = b (2.3)
Um1 Ama - Omn Ty by
~~ g
A T b

Pentru a decide natura sistemului general (2.5), omogen sau neomogen, adica daca este
compatibil sau incompatibil, avem nevoie de o modalitate de calcula rangul matricii sistemului.

Rangul unei matrice.

Daci A € M,, ,,(R) este o matrice, atunci rangul ei este un numdr intreg egal cu cel mai
mare ordin de determinant nenul ce se poate constitui din elementele de intersectie a k linii
distincte si k coloane distincte ale matricii A.

Cel mai mare ordin de determinant ce se poate constitui din elementele unei matrici A €
Mo (R) este k = min (m, n).

Exemplul 2.
-1 2 0 3

A=1"3 450 9

Matricea are 2 linii si 3 coloane. Ordinul celui mai mare determinant ce se poate constitui din
elemente de intersectie a k linii si & coloane din A este k = min(2,3) = 2.

Mai intéi se calculeazd determinanti de ordinul cel mai mare, 1n acest caz 2. Dacd cel putin
unul este diferit de zero, atunci rangul matricii este 2. Dacad toti sunt egali cu zero, atunci se
cauta un determinant de ordinul 1, diferit de 0.

Din matricea A putem constitui urmatorii determinanti de ordinul 2:

1) Din liniile 1, 2 si coloanele 1, 2;
2) liniile 1,2, coloanele 1,3;
3) din liniile 1,2, coloanele 2,3:

-1 2

AQ_‘ 3 —6

KES

Deci rangul matricii nu este 2.
Observam insd cd Ay = | — 1| # 0 si deci rangul este 1.
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Exemplul 3. Matricea:

2 =3 1
A= -4 6 -2
1 0 =5

are 3 linii si 3 coloane, deci determinantul de ordin maxim ce se poate constitui este determi-
nantul de ordin 3, A3 = det(A) = 0. Fiind egal cu zero, rangul nu este 3.

Cautdm un determinant de ordin 2 diferit de 0.

Formam determinanti de ordin 2, din elementele de intersectie a doud linii 7; < 4o $i 2
coloane, j; < j». Evaluam fiecare determinant si daca obtinem unul diferit de zero, stopam
calculul determinantilor de ordin 2 si concluziondm ca rangul este 2:

coll col2 coll col3 col2 col3
lin 1 2 -3 lin 1 2 1 lin 1 -3 1
lin 2 -4 6 lin 2 -4 -2 lin 2 6 -2
coll col2
lin 1 2 -3
lin 3 1 0

Primii trei determinanti sunt 0, iar al patrulea este diferit de zero, Deci rangul matricii date este
2.

Scrieti restul determinatilor de ordin 2, ce se pot constitui din matricea A.

2.2 Rezolvarea sistemelor de n ecuatii cu n necunoscute

Stim de la liceu, cd un sistem de n ecuatii cu n necunoscute, Az = b, A € M,,(R), sau detaliat:

1171 + a1 + a1, = by
2171 + Qoa%o + - - 2T, = by

. , Gy ER,bl,bg,...,bn ER, 2.4)
Ap1T1 + ApaZTa + -+ - AppTy, = bn

este compatibil determinat (adica are o unica solutie) dacd si numai daca determinatul matricii
sistemului este diferit de zero. In acest caz solutia (z1, 22, ..., 2, ..., x,) se poate calcula:
1. folosind regula lui Cramer:
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ai; aig ... b1 .. Qrp

91 A92 ... b2 ... Qop

Api QAp2 ... bn .. Qpp
~—

Aj colj . _—
$] = K —= y ] = 7n
a1n aiz ... Q15 ... Qin
Q21 Q22 ... Q25 ... Q2p
Ap1 QAp2 ... Gpj ... Qpp

adicd, x; este raportul ce are la numitor, determinantul sistemului, iar la numdrator, determinan-
tul sistemului in care coloana j se inlocuieste cu coloana termenilor liberi.

Exemplul 4. Considerdm sistemul:

20 —3y+z2z = —4
—r+y+2z = 1
3r+bdy—z = 0
Matricea sistemului este:
2 -3 1
A= -1 1
3 5 -1
Deoarece determinantul sdu, det(A) = —45, sistemul este compatibil determinat si solutia sa
este:
-4 -3 1 2 -4 1 2 -3 —4
1 1 2 -1 1 2 -1 1 1
0O 5 —1 3 0 -1 3 5 0
x = , Y= , 2=
2 -3 1 2 -3 1 2 -3 1
-1 1 2 -1 1 2 -1 1 2
3 5 —1 3 5 -1 3 5 -1

2. O a doua modalitate de a rezolva un sistem de n ecuatii cu n necunoscute, compatibil
determinat, este metoda matriciald. Si anume, scriind sistemul in forma Ax = b, deoarece
det(A) # 0, rezulta cd matricea A este inversabild, adicd exista A1 astfel incat A71A = I,(
matricea unitate). inmul;ind sistemul scris matricial, Az = b, la stinga cu A~!, avem:

AMAe=A" < Lrz=A" < z=A4%
I’VL



Cursul 2, Algebra—Geometrie, E. Petrigor, octombrie 2015 5

Deci solutia sistemului se obfine calculand A~! si apoi efectudnd inmultirea:

I by

X2 _ gt by

Tn by,
Exemplul 5. S3 se arate cd sistemul:

T — 2y = =3

—3z+bdy = 2

este compatibil determinat si sd se determine solutia sa prin metoda matriciala.

1 -2
i
1 -2

-3 5

Deci sistemul este compatibil determinat si solutia sa este:

BRE

Sa parcurgem etapele de calcul a inversei:

r [ 1 -3 . [5 2 G 1 L 5 2] [-5 -2
S Y e ] A AR R Y

Deci solutia sistemului este:
x| | =5 =2 -3 | |11
yl| | -3 -1 2 | 7

2.3 Studiul compatibilitatii sistemelor de de m ecuatii cu » necunoscute

Matricea sistemului este:

iar determinatul sau este

A:‘ ‘:5—6:—1

Consideram un sistem de m ecuatii cu n necunoscute
anTy + apty + - amr, = b

A91T1 + AgaT2 + -+~ AgpTn, = by

. y o Qg €R7b1,bQ,...7bm GR, (25)

Am1T1 + A2l + * - AppTp = bm
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Un astfel de sistem poate fi incompatibil (nu are nici o solutie) sau compatibil (are cel putin
o solutie). Pentru a testa daca admite sau nu solutii, 7i asociem doud matrici: matricea A a
coeficientilor necunoscutelor:

a1 a12 AT
a921 929 ... Qop
A= .
Qm1  Am2 Qmn
si matricea prelungita:
a1 19 ... Qip bl
— a921 a29 ... QA9pn bg
A=
Aml Am2 .- Qmn bm

care se obtine bordand la matricea A (adica addugand) coloana termenilor liberi.
Calculand rangul celor doua matrici, A si A putem deduce daca sistemul are solutii sau nu,
folosind:

Teorema 2.3.1 (Kronecker—Capelli). Sistemul (2.5) este compatibil dacd si numai dacd rangul
matricii sistemului este egal cu rangul matricii prelungite:

rang(A) = rang(A)

Consecinta. Daca rangul matricii sistemului este diferit de rangul matricii prelungite, atunci
sistemul este incompatibil.

Exemplul 6. Sa se studieze natura sistemului folosind teorema Kronecker—Capelli si in caz de
compatibilitate sd se detrmine multimea solutiilor:

12 3 =27|" 3

40 -5 2017 |=|=

32 -2 0]]° 4

t
Matricea sistemului si respectiv matricea prelungitd este:

-1 2 3 =2 -1 2 3 =2 3
A= 40 =5 21|, A= 4 0 -5 2| —1
32 =2 0 32 =2 0 4

Determinatul de ordin maxim ce se poate constitui din elementele de intersectie a £ linii
si k coloane ale matricii A este k = min(3,4) = 3. Si anume putem construi 4 determinanti
de ordinul 3, avind elemente din liniile 1,2, 3 ale matricii A si respectiv coloanele (1,2, 3),
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(1,2,4), (1,3,4), (2,3,4): Dacd ii calculam efectiv obtinem ci toti cei 4 determinanti sunt
egali cu zero. Deci rangul matricii A nu este 3. Si cautdm un determinat de ordin mai mic
nenul. Observam ci acest determinant de ordinul 2 este nenul:

~1 2
4 o“‘47&0

si deci rangul(A) = 2.

Sa calculam rangul matricii prelungite. Rangul ar putea fi 3, dacd unul din determinantii
ce confin elemente din liniile 1,2, 3 ale lui A si respectiv coloanele (1,2,5), (1,3,5), (1,4,5),
(2,3,5), (2,4,5),(3,4,5) este nenul (ceilati determinanti de ordin 3 ce contin coloane doar din
A stim cd sunt nuli).

-1 2 3
A= 4 0 -1 |=-6+24-32-2=-16
3 2 4

Prin urmare rangul matricii A este egal cu 3. Deoarece rang(A) #rang(A), rezulti ci sistemul
este incompatibil.

Exemplul 7. Sistemul

-1 2 3 x 4
4 0 =5 y | =1 -5
3 2 =2 z -1
are det(A)=0. Deoarece
1 2
Ay = ' 10 ’ =—-8#0
rangul matricii A este 2.
Matricea prelungita
B -1 2 3| 4
A= 4 0 =5|-5
3 2 —=2]-1

are toti determinatii de ordin 3 egali cu zero (calculati!!), dar are si ea rangul 2. Rangul lui A
fiind egal cu rangul lui A sistemul este compatibil (dar nu determinat, pt ca matricea sistemului
are determinantul egal cu zero), ci nedeterminat.

Pentru a gisi multimea solutiilor sale, fixdm un determinant nenul ce are ordinul egal cu
rangul lui A, numit determinat principal. De exemplu determinantul A,. Identificim care
sunt liniile si coloanele lui A din ale céror coeficienti se constituie determinantul principal, As.

Observam ci coloanele 1, 2, 3 din matricea A contin coeficientii necunoscutelor z, y, z din
sistem. Pentru cd determinantul A, contine doar elemente din coloanele 1 si 2, corespunzatoare
lui x si y, « si y le numim necunoscute principale, iar z = «, necunoscuta secundara.

-1 2 3
A= 4 0 -5
3 2 =2
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Dintre ecuatiile sistemului folosim pentru a determina multimea solutiilor, doar pe cele ai caror
coeficienti intrd 1n determinantul principal A,. Astfel rezolvam ecuatiile 1 si 2, in raport cu
necunoscutele principale x, y, in functie de necunoscuta secundard z = a:

—r4+2y+3a = 4 —r+2y = 4-3«
dr —ba = -5 4z = =5+ dx

Rezolvand ultimul sistem, obtinem cd multimea solutiilor sistemului este:

_5a—5 _11—7a

z=a),aeR

Deci pentru fiecare numadr real o obtinem altd solutie. Cum exista o infinitate de numere
reale, avem o infinitate de solutii.



