Cursul 13

Curbe in spatiu (continuare)

13.1 Tangenta la o curba in spatiu. Planul normal si reperul
mobil al lui Frenet

Fie ' o curbd in spatiu parametrizatd de r : I — R3, r(t) = x(t),y(t), 2(t)), r € C*(I).

Definitia 13.1.1 C’urb_a> I' se numeste curba requlata de ordin 2 daca in fiecare punct al
curbei vectorii asociafi 1 (t), i (t) sunt liniar independenti (adica sunt nenuli $i necoliniari).

In aceast sectiune consideram doar curbe regulate de ordin 2.
Fie M un punct al curbei corespunzator parametrului t = ty, adica punctul de coor-
donate (z(to),y(to), 2(to)). Ecuatiile tangentei in punctul M, la curba, sunt:

x — x(to) _ Y- y(to) _ z—2(to)
z'(to) y'(to) 2 (to)

In cazul curbelor plane am numit normala, dreapta perpendiculara pe tangenta in punctul
de tangenta. Aceasta dreapta este unica pentru ca complementul ortogonal al vectorului
tangent, ca vector din R?, are dimensiunea 1, deci exista o unica directie perpendiculara pe
tangenta. In spatiu insa, complementul ortogonal al vectorului tangent este de dimensiune
doi si deci exista o infinitate de vectori perpendiculari pe vectorul tangent (vectori normali)
in punctul de tangenta. Din aceasta infinitate in mecanica se aleg doua directii particulare,
numite directia binormalei si directia normalei principale. Mai precis, se asociaza unui
punct M (z(ty), y(to), z(to)) un reper ortonormat pozitiv orientat, numit reperul lui Frenet.
Pentru a defini baza reperului lui Frenet construim mai intai o baza ortogonala (wy, ws, w3)
pe care apoi 0 normam.
Se ia drept vector wy, vectorul tangent in M:

-
wy =T (to)

w3 = 7(?50) X 7”(7(5

se numgte vectorul binormal in M, pentru ca este simultan perpendicular si pe vectorul

Vectorul

viteza 7 (to) si pe vectorul acceleratie 7 (to).
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Fig.13.1: Animarea reperului mobil al lui Frenet. Cei trei vectori din baza reperului sunt
colorati in rogu (tangenta), verde (normala principald), albastru (binormala.

Pentru ca baza sa fie pozitiv orientata se defineste

wy = wy x wy = (7 (t9) x #(ta)) x 7 (to)
wy definegte normala principala in punctul M (este evident vector normal pentru ca
este perpendicular pe vectorul tangent 7 (to).
Baza ortonormati se noteazia B = (?(to),ﬁ(to),?(to)) = (w?,wY, wl). Reperul
Rr = (M, (?(to),ﬁ(to),?(to)) este reperul lui Frenet asociat curbei in punctul M.
Exact ca gi in cazul curbelor plane reperul este mobil (Figl13.1)).

Exemplul 1. Sa se determine reperul lui Frenet asociat punctului M (2,0, 1) de pe curba
[ =im(r), r:[-0.5,5] = R3, r(t) = (2t,Int, t?).

Deoarece directiile reperului lui Frenet intr-un punct se determina pornind de la vectorii
viteza, 7 (t), gi acceleratie, 7 (t), in acel punct si acesti vectori nu depind de coordo-
natele carteziene ale punctului, ci de parametrul ¢ corespunzator punctului respectiv,
determinam in prealabil parametrul ¢ astfel incat r(¢) = (2,0, 1) sau echivalent acel ¢ care
satidface simultan conditiile:

2t = 2
Int = 0
=1
Evident ¢ = 1 si deci baza reperului lui Frenet in punctul M se calculeaza pornind de

.o e . . S o A
la vectorii 7 (1), # (1). sectionCurbura unei curbe Soferii stiu ca atunci cand goseaua
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este "mai curbata”, trebuie sa accelereze daca o parcurg traiectoria cu viteza constanta.
Definim ‘n continuare cum se calculeaz‘a curbura unei curbe ‘n spa‘tiu ‘si apoi a unei
curbe plane.

Curbura unei curbe diferen‘tiabile dat‘a prin parametrizarea r(t) = (z(t), y(t), z(t)),
t € I este num‘arul real x(t) definit astfel:

|7 () %
k(t) =
) O

@l

Sa deducem formula curburii pentru o curba plana (2D), interpretata ca fiind o curba in
R3, inclusa in planul Oy deci, parametrizarea sa este:

Astfel avem:

si deci curbura curbei plane va fi:

_ (00" (0) = 2" (1) (1)
(D) + y7(0)

K(t)

De obicei, pentru o curba plana se considera formula curburii cu semn, adica nu se ia
modulul in formula de mai sus, ci:

28y (1) — 2(8)y/(¢)
() + y2(0)

K(t) =

Exemplul 2. a) Sa se calculeze curbura dreptei de ecuatie y = mz + n;
b) Sa se calculeze curbura cercului parametrizat de:

z(t) = Recost
y(t) = Rsint, t€]0,2n]
a) notam z = ¢ si astfel dreapta are parametrizarea:

x(t) =t
y(t) = mt+b

Calculam:
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Curbura dreptei este aga cum ne asteptam:
k(t)=0,VteR,

adica dreapta nu este curbata.
b) Pentru a deduce curbura unui cerc de raza R, parametrizat de r(t) = (R cost, Rsint)
S—— N~
a(t) y(t)
calculam:
2'(t) = —Rsint  2"(t) = —Rcost
y'(t) = Rcost y"(t) = —Rsint
Astfel curbura cercului
_ |R?sin’t + R?cos’t| 1
= s ==
V R?sin® +R2 cos? t R
este constanta (nu depinde de t) si este egala cu inversul razei. Deci dintre doua cercuri
concentrice are curbura mai mare cercul cu raza mai mica.

k(t)
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