Cursul 10

Valori si vectori proprii ai unei matrici patratice

10.1 Valori si vectori proprii. Definitie
Fie A € M,,(R) o matrice patratica.

Definitia 10.1.1 Un vector propriu al lui A este un vector nenul, v € R™, pentru care
exista un scalar real, A € R, astfel incat:

Av = )\v (10.1)

Scalarul A se numeste valoare proprie a operatorului liniar, corespunzatoare vectorului
PTOPTIU V.

I
. o L . o . Z2 oo
Detaliat COHlegla pe care trebuie sa o satisfaca un vector propriu v = . Se exprima
Tn
astfel:
a1 12 ... QAip T T
21 A22 ... Q9p i) i)
. = (10.2)
Ap1 QAp2 ... Gpp Tn Tn

Deoarece matricea unitate I,,, are efect "neutru” intr-o inmultire [,v = v, relatia (10.1)
este echivalenta cu:

Av=XNLv < (A—A\,)v=0, (10.3)
aip — A 12 o Qp I 0
921 929 — AL Aoy i) _ 0 (104)
An1 A2 ces Qpp — A Tn 0

Datorita sirului de echivalente, rezulta ca matricea A admite vectori proprii, de coordonate
x1, %2, ..., T,, daca sistemul liniar gi omogen (10.4) admite solutii nebanale (pentru ca un
vector propriu este un vector nenul!). Dar un sistem liniar si omogen de n ecuatii cu
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n necunoscute admite gi solutii nebanale, daca determinantul matricii sistemului este 0,
adica
det(A—AI,) =0

Acest determinant depinde de necunoscuta A. Dezvoltand:

a1 — )\ a19 ... Qup
a Aog — A ... Qop

det(A—AL) =1 . - - = (=1)"A" + e N e A+ g
an1 an2 et Qpp — A

(10.5)
obtinem un polinom cu coeficienti reali, de grad n, in A. Notam acest polinom cu P,(\)
si 1l numim polinomul caracteristic al matricii A.
Daca \g este o radacina reala (NU complexal!) a polinomului caracteristic, atunci
det(A — A\ol,,) = 0 si deci sistemul liniar i omogen:

ail — )\0 a12 oo Qi Iy 0
a921 99 — /\0 ... Qop ) 0

= | (10.6)
An1 Qn2 cov Qpn — Ao Tn 0

admite gi solutii nebanale. O solutie nebanala este constituita din coordonatele unui
vector propriu v, corespunzator valorii proprii A\g: Av = Agv.

Avem astfel urmatorul algoritm de determinare a valorilor si vectorilor proprii:

e Se calculeaza polinomul caracteristic P,(\) = det(A — \I,,).

e Se rezolva ecuatia P,(A\) = 0. Radacinile sale pot fi numere reale si/sau numere
complexe conjugate. Sunt valori proprii doar radacinile reale ale polinomului caracteristic;

e Pentru fiecare valoare proprie Ay € R se determina vectorii proprii corespunzatori. Ji
anume, coordonatele acestor vectori sunt solutiile nebanale ale sistemului liniar §i omogen:

a1 — )\0 a12 .o Qi T 0
a921 99 — /\0 ... Qop T9 0

= . (10.7)
An1 Qn2 cov Qpn — Ao Ty 0

ATENTIE! Pentru a rezolva sistemul (10.7) trebuie determinat rangul matricii
sistemului. Sigur determinantul acestei matrici este 0 (deci rangul nu este n)
deoarece )\, este solutie a ecuatiei det(A — A\[,,) = 0. Prin urmare calculul
determinantului sistemul este munca in plus!

=11 5)

Exemplul 1. Se da matricea:
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Sa determinam valorile gi vectorii proprii corespunzatori.

e Polinomul caracteristic,

7T -4 10 7— A —4
A_M2_{5 —2}_%0 1}_[ 5 —2—/\]

Deci det(A — A\l5) = A\? — 5\ + 6;

e Radacinile polinomului caracteristic sunt: \; = 2, Ay = 3 € R. Deci matricea A are
doua valori proprii.

e Sa determinam vectorii proprii corespunzatori valorii A = 2, adica vectorii v cu
proprietatea ca Av = 2v. Coordonatele x1, x5 ale lui v sunt solutii ale sistemului liniar si

wwlz]-[2]

5 —4 I . 0
5 —4 T o 0
Rangul matricii acestui sistem este 1. Alegem drept determinant principal pe A, = |5]. z;

este necunoscuta principala §i 2o = a necunoscuta secundara. Rezolvam ecuatia 5z, = 4«

4a/2 ,a € R a#0;

adica

si obtinem familia de solutii v =

e Vectorii proprii corespunzatori valorii A = 3:

amsmnn o[22 2] [0]

. . . .. .. 1
Rezolvand acest sistem obtinem vectorii proprii de forma v = [ 1 } , B#0.

Exemplul 2. Sa se arate ca matricea:
1 -1
S Ey
nu admite vectori proprii.

e Polinomul caracteristic este Py(\) = det(A — A\ Iy):

1—A —1
=X\+1
2 —1-—2AX
e Radacinile polinomului caracteristic sunt: A\, Ay = +¢ € C. Deoarece polinomul
caracteristic nu admite radacini reale, rezulta ca matricea A nu are valori proprii, deci
nici vectori proprii.
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Exemplul 3. Se da matricea:

A=

W N =
o = O
— N W

Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii corespunzatori.

e Calculam polinomul caracteristic

I-XA 0 3
Ps(\) =det(A-X3)=| 2 1-X 2 |[=0\=1P-90\—1)=(A-1)(A\*-2)1-8)
3 0 1-2A

e Radacinile polinomului sunt: Ay = 1, Ay = 4, A\3 = —2. Deoarece toate trei sunt
radacini reale, rezulta ca A are trei valori proprii;

e Vectorii proprii corespunzatori valorii A = 1 au coordonatele, solutii nebanale ale
sistemului liniar si omogen (A — 173)v = 0:

1—-1 0 3 T 0
2 1—-1 2 o | = | 0
adica ale sistemului:
0 0 3 1 0
2 0 2 Tz | =10
300 T3 0

Asga cum am subliniat determinantul matricii sistemului nu este 3. Cautam un determi-
nant de ordin 2 nenul. Observam ca determinantul ce contine elementele de intersectie
ale liniilor 1, 2 cu coloanele 1, 3 este nenul. Deci un determinant principal este:

Y

0 2
A”:‘SQ

si @1, x3 sunt necunoscute principale (coeficientii lor intra in determinantul principal), iar
T := « este necunoscuta secundara. Rezolvamd deci primele doua ecuatii in raport cu
T1,T3:
31’3 =0
2x 1+ 21‘3 = 0

Acest sistem admite doar solutia banala si deci vectorii proprii corespunzatori valorii A = 1
sunt:

T 0 0
v = o = o = 1 ,OZGR
T3 0 0

e Vectorii proprii corespunzatori valorii A = 4 au coordonatele solutii ale sistemului
(A —4I3)v = 0:
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-3 0 3 1 0
2 —3 2 re | = | 0
3 0 -3 T3 0
Din nou rangul nu este 3, dar este 2. Un determinant principal:
-3 0
=75 4
T1, s sunt necunoscute principale, iar x3 := f necunoscuta secundara. Rezolvand sis-
temul:
—3ZL’1 = —36
23171 - 3%2 = —26
4

obtinem solutia: 1 = [,z = gﬂ, x3 = (. Deci vectorii proprii corespunzatori valorii

A = 4 sunt:

1 45 i
v= |z | =| = |=F]|=],B€R
3 3
T3 5 1
e In sfargit vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A = —2 au coordonatele

solutii nebanale ale sistemului (A — (—2)/3)v = 0, adica (A + 2/3)v = 0:

3 0 3 1 0
2 3 2 o | =10
3 0 3 T3 0
Determinant principal:
3 0
Bp = 2 3

X1, Ty necunoscute principale, xs := 7 necunoscuta secundara. Rezolvand primele doua
ecuatii in raport cu 1, xo obtinem vectorii proprii:

v = (z1,x9,23) = (—1,0,1), vy €R

10.2 Baze formate din vectori proprii. Matrici similare

Avand o matrice patratica A de tip n X n cu elemente reale, ne intrebam daca exista in

R™ o baza formata din vectori proprii ai matricii A.
Pentru a raspunde la aceasta intrebare, consideram polinomul caracteristic, asociat

matricii, A:

a1l — A a12 Ce Q1n
a921 99 — AL Aoy,

Po(\) = det(A — M) =

a1n Qo et Qpp — A
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Presupunem ca polinomul are toate cele n radacini, reale si distincte:

MFMNF o F

Pentru fiecare valoare proprie )\, determinam cate un vector propriu v, adica un vector
cu proprietatea ca Av, = A\pvy.

Propozitia 10.2.1 Dacad A, \o, ..., A\, € R sunt valori proprii distincte ale matricii A,
iar vy, v, ..., U, sunt vectori proprii corespunzatori acestor valori, adica A(vy) = Agvg,
k = 1,n, atunci sistemul de vectori vy, vy, ..., v, este un sistem liniar independent (Cu
alte cuvinte, la valori proprii distincte corespund vectori proprii liniar independenti).

Consecinta. Dacd matricea sa A, are n valori proprii distincte A, Ao, ..., \,, atunci
orice sistem de vectori proprii (vi,ve,...,v,), corespunzatori respectiv valorilor Ai, Ao,
ooy Ap sunt liniar independenti si deci formeaza o baza in spatiul vectorial R™.

Notam cu B = (e, eq,...,¢e,) baza canonica din R" ¢i cu B’ = (v, v, ...,v,) baza
formata din vectori proprii ai matricii A si cu Tpp = [v1|ve] . .. |v,] matricea de trecere
intre cele doua baze.

Fie

A0 ... 0
0 X ... O
0 0 ... A\

matricea diagonala ce are pe diagonala principala valoriule proprii distincte ale matricii
A.

Se demonstreaza ca matricea A este egala cu produsul:

M O .. 0
0 X ... 0|

A=Tgp | . | Ta (10.8)
0 0 ... A

unde Tpp este matricea de trecere de la baza canonica B, la baza B’, formata din vectori
proprii ai matricii A.

Definitia 10.2.1 Doua matrici patratice, A, A" cu elemente reale, pentru care existd o
matrice patraticd nesingulard, T, astfel incat A = TA'T~', se numesc matrici similare.

Cu alte cuvinte, relatia 10.8 evidentiaza ca matricea A este similara cu matricea di-
agonala, ce are pe diagonala valorile proprii.

In concluzie avem urmatoarea

Proprietate: Daca matricea patratica, A, are n valori proprii distincte,

atunci ea este similara cu matricea diagonala a valorilor sale proprii si matricea
nesingulard 7' ce exprimi similaritatea A = TDT~! este matricea de trecere
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Tpp, de la baza canonica B din R", la baza B’ = (v, vy,...,v,), formata din
vectori proprii corespunzatori valorilor proprii: Av; = \jv;, i = 1, n.

Un prim avantaj al similaritatii unei matrici A, cu o matrice diagonala D, consta in
modalitatea simpla de calcul a unei puteri A™ (de obicei m foarte mare) a matricii A.

Propozitia 10.2.2 Dacd doud matrici A,C € R™™ sunt similare, adica A = TCT 1,
atunci A™ = TC™T~1,

Demonstratie:
A? = AA = (TCT Y TCOT™) =TC*T ™

Prin inductie rezulta

A™ =TCmT!

Daca insa C' este o matrice diagonala D:

MO0 ... 0 ATV0 .. 0
0 A ... 0 0 AP ... 0
D= o ) , atunci D™ = _ ] i , VmeN
0 0 )\n_ 0 0 A
si deci: )
AT 0 ... 0
0 A\ )
A" =T . ] T, VmeN
00 ... A

Exemplul 4. Sa se arate ca matricea:

A:

W N =
O = O
— N W

are valori 3 valori proprii distincte gi sa se determine matricile din relatia de similaritate
a lui A cu matricea diagonald corespunzitoare. Sa se calculeze apoi A201.

e Calculam polinomul caracteristic
1—Xx 0 3

Ps(\) =det(A-X3)=| 2 1-X 2 |[=0\=1P-90\—1)=(A-1)(A\*-2)1-38)
3 0 1-2X

e Radacinile polinomului sunt: Ay = 1, Ay = 4, A3 = —2. Deoarece toate cele trei
radacini apartin lui R, rezulta ca L are trei valori proprii distincte;
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e Vectorii proprii corespunzatori valorii A = 1 au coordonatele drept solutii nebanale
ale sistemului liniar gi omogen (A — 1/3)v = 6:

1-1 0 3 1 0
2 1-1 2 o | =10
3 0 1-1 T3 0
adica ale sistemului:
00 3 T 0
2 0 2 o | =10
300 T3 0
Rangul matricii sistemului nu este 3, deoarece valorile proprii, deci gi pe A = 1, le-

am determinat impunand conditia det(A — AI3) = 0. Rangul matricii este 2, deoarece
determinantul ce contine elementele de intersectie ale liniilor 1, 2 cu coloanele 1, 3 este
nenul. Deci un determinant principal este:

Y

0 2
Aff’:‘32

sl @1, x3 sunt necunoscute principale (coeficientii lor intra in determinantul principal), iar
ZTo := « este necunoscuta secundara. Rezolvam deci primele doua ecuatii in raport cu
T1,T3:
333’3 =0
2.]]1 -+ 21’3 =0

Acest sistem admite doar solutia banala si deci vectorii proprii corespunzatori valorii A = 1
sunt:

v = (xlvaaxi%)T = (O,Oé,O)T = Oé(O, 170)Ta aeR

e Vectorii proprii v = (11, z9, x3)7, corespunzatori valorii A = 4 au coordonatele solutii
ale sistemului (A — 415)v = 0:

-3 0 3 1 0
2 =3 2 i) = 0
3 0 =3 x3 0

Din nou rangul nu este 3, dar este 2. Un determinant principal:

A — -3 0
P 2 -3
x1,To sunt necunoscute principale, iar x3 := [ necunoscuta secundara. Rezolvand sis-
temul:
—3.1'1 = —36

2371—3332 = —25
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4 . . . co .
obtinem solutia: z; = 8,29 = 56, x3 = (. Deci vectorii proprii corespunzatori valorii
A =4 sunt:

4 s
V= (x17x27w3)T = (57 §ﬁ>5)T = g (37473>T7 ﬁ eR
e In sfargit vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A = —2 au coordonatele

solutii nebanale ale sistemului (A — (—2)/3)v = 0, adica (A + 2/3)v = 0:

3 0 3 1 0
2 3 2 o | =10
3 0 3 T3 0
Determinant principal:
3 0
=13 5]

X1, Ty necunoscute principale, xs := 7 necunoscuta secundara. Rezolvand primele doua
ecuatii in raport cu 1, xo obtinem vectorii proprii:

V= (x17'r27x3)T - ’7(_]—707 1)T7 Y € R

Alegem cate un vector propriu corespunzator fiecirei valori proprii, si anume v; = (0, 1,0)%,
Avy = 1vy, vy = (3,4,3), Avg = 4vy si v3 = (—1,0,1)T, Avy = —2v3. Prin urmare baza
formata din vectori proprii ai matricii A este B = (v1, vg,v3). Matricea de trecere de la
baza canonica B din R? la baza formata din vectori proprii este:

0 3 -1
TBB’ = [U1’U2|U3] = 1 4 0
0 3 1
Astfel relatia de similaritate devine:
10 3 03 1710 0703 17"
21 2|=1]14 0 04 0 14 0
3 01 03 1 00 -2 03 1
X e 3 ~
Prin urmare,
12015 0 0
A2015 = T 0 42015 0 Tl;é’

0 0 (_2)2015



