MATEMATICA APLICATA IN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII - C1
Modelarea si optimizarea sistemelor de productie

1.1. Introducere in modelare

Metodele matematice de modelare aparfin cercetarii operationale. Cercetarea operationala
se utilizeazd 1n diverse organizatii i sisteme, In managementul acestora. Se considerd ca
Cercetarea operationald a aparut si s-a dezvoltat Tn timpul celui de-al doilea razboi mondial, dar
primele sale radicini sunt mult mai vechi. Intre cele doud rizboaie mondiale tehnica militara s-a
dezvoltat mult mai repede dect tactica si strategia. In timpul celui de-al doilea razboi mondial
germanii au Inceput atacul aerian asupra Angliei, iar conducatorii militari englezi au cerut
ajutorul oamenilor de stiintd pentru a se apara mai bine. Una dintre problemele ce s-au cerut
oamenilor de stiintd a fost sd ajute la o utilizare eficientd a radiolocatoarelor care erau nou
aparute. S-au format mici echipe interdisciplinare de cercetatori din diverse domenii ale stiintei
atasate unui ofiter care apartinea de sectorul operatiilor de luptd. Aceastd experientd pozitiva a
fost preluata si de ceilalfi aliati: SUA, Franta, Canada. Aceasta activitate a primit denumirea de
cercetare operationala (operational research) in Anglia si diverse alte denumiri in SUA: analiza
operationald (operational analysis), evaluarea operatiilor (operations evaluation), cercetarea
operatiilor (operations research), stiinta conducerii (management science), analiza sistemelor
(systems analysis). S-a impus termenul de cercetare operationala (operational research).

Dupa terminarea razboiului, o parte dintre specialistii In cercetarea operationald au
pardsit armata si au inceput sd activeze in industrie sau 1n universitati. Succesele obtinute prin
utilizarea cercetarii operationale in domeniul militar si in industrie, precum si dezvoltarea
calculatoarelor, au dus la raspandirea si dezvoltarea sa 1n intreaga lume.

S-au dat definitii cercetdrii operationale, acceptate sau nu, sau exista pareri ca nu poate fi
definita. Se aminteste totusi ca cercetarea operationala reprezinta aplicarea metodelor stiintifice
de catre o echipa interdisciplinard la studiul problemelor legate de conducerea sistemelor
organizate cu scopul obtinerii unor solutii care sa serveasca cit mai bine interesele organizatiei
n ansamblu.

Cercetarea operationald a fost introdusa ca si disciplind de studiu in tot mai multe universitati
din lume, inclusiv din Romania, avdnd un rol important in pregdtirea managerilor,
matematicienilor, informaticienilor, inginerilor economisti, inginerilor, economistilor,
sociologilor.

Prin organizatii se inteleg diversele entitati socio-tehnice (firme, institutii civile, armata,
scoli etc.).

Existd multe definitii ale conceptului de sistem. Definitia datd de L. A. Zadeh, care
considera ca sistemul este: "un ansamblu de elemente legate intre ele prin forme de interactiune
sau interdependenta ". Sistemul este o reunire de elemente care interactioneaza intre ele si care
functioneaza in scopul realizarii unui obiectiv comun.

Orice sistem are o structurd, are: intrari in sistem, iesiri din sistem, procese care transforma
intrarile in sistem in iesiri. Un sistem este format din subsisteme si aparfine unui sistem mai
cuprinzator. Mecanismul transformarii intrdrilor in iesiri poate fi descris cu ajutorul functiilor de
transfer, care au diverse forme, particulare, dupa natura sistemului. Sistemul devine cibernetic
atunci cand apare reglarea (conexiunea inversa, feedback-ul), adica o interventie asupra intrarilor
in scopul mentinerii iesirilor la nivelul unor parametri-obiectiv doriti.

Cateva principii ale teoriei sistemelor:

a) orice sistem este alcatuit din elemente sau parti interdependente, actionand in comun in
virtutea unui scop, a unui obiectiv;

b) ansamblul legaturilor intre elementele sistemului, precum si al legaturilor cu intregul,
formeaza structura sistemului;

¢) complexitatea sistemelor depinde mai mult de structura sistemului decat de natura partilor



sale;
d) doua sisteme cu structuri partial identice se numesc homomorfe, iar sistemul mai simplu va
constitui un model al sistemului homomorf mai complex;
e) doua sisteme homomorfe vor avea un comportament asemanator, de unde rezulta
posibilitatea de studiu a proprietatilor sistemelor reale prin modelare si sSimulare;
f) structura unui sistem, adica structura sa statica, preexista comportamentului sau, deci dinamicii
sistemului;
g) miscarile intr-un sistem se realizeaza prin fluxuri presupuse concrete si continue;
h) ntr-o unitate economica toate categoriile de miscari pot fi grupate in urmatoarele tipuri
de fluxuri interconectate:
1) fluxuri materiale;
2) fluxuri de comenzi;
3) fluxuri banesti;
4) fluxuri umane;
5) fluxuri de echipamente;
6) fluxuri informationale;
1) fluxul informational are un rol central in functionarea sistemelor;
J) procesele decizionale sunt considerate si ele ca avand un rol central in mecanismul sistemelor;
ele sunt presupuse a fi discontinue;
k) reglarea este un element caracteristic al functionarii sistemelor;

Sistemul de productie este constituit din totalitatea elementelor fizice, naturale si
artificiale, conceptelor (teorii, metode, reguli), experientei si indemanarii, astfel organizate incat
sa rezulte capacitatea de realizare a unor scopuri prestabilite, derivate din obiectivele economico-
sociale.

Un sistem de productie transforma, in principiu, intr-o perioada de timp anumite intrari
(forta de munca, substanta, energie, informatie) in iesiri de tip produse, servicii, informatii
despre produs sau serviciul realizat, deseuri. Transformarea este orientatd spre realizarea unor
obiective de productie prestabilite de om si implica procese de munca specifice, in care oamenii
actioneaza cu ajutorul mijloacelor de munca (unelte, echipamente, masini, aparate, recipiente,
cladiri etc.) asupra obiectelor muncii (materiale naturale sau obiecte fabricate, energie,
informatie), obtinand ca rezultate dorite produsele (bunuri materiale) sau serviciile (activitati
utile ce satisfac o anumitd nevoie sociald), iar ca rezultate nedorite deseurile (resturi ce nu mai
pot fi valorificate in cadrul sistemului de productie care le-a realizat) si elemente poluante.

Timpul, intrdrile sistemului de productie si mijloacele de muncd, considerate sub aspect
potential, formeaza resursele sistemului de productie.

Problemele referitoare la fluxurile materiale pot fi incadrate in logistica si pot fi
rezolvate cu metode ale cercetdrii operationale. Fluxul material se refera la circulatia continud
(pe un anumit orizont de timp) a materialelor, materiei prime, semifabricatelor sau produselor
finite in succesiunea operatiilor tehnologice, de aprovizionare sau de distributie. Logistica
studiaza probleme legate de transportul, livrarea la termenul solicitat cu costuri minime a
cantitatii de produse comandate, depozitarea acestora, deci probleme de aprovizionare, transport,
distributie, asteptare, stocuri, depozitare, control. Se poate discuta de logistica internd sau
logistica productiei pentru activitati logistice din interiorul firmei si logistica externa care se
referd la activitati logistice din exteriorul firmei (logistica aprovizionarii si logistica distributiei).

Modelarea si optimizarea se vor referi la sisteme, subsisteme sau elemente ale acestora.

Prin optim se intelege cel mai bun sau foarte bun. Optimizarea reprezinta alegerea si
aplicarea solutiei optime dintre mai multe posibile.

Cuvantul model este utilizat in viata de zi cu zi, In vorbirea curenta, avand mai multe
intelesuri, cum ar fi: modele 1n moda, modele in arta, modele in stiinta si in tehnica. In domeniul
stiintei prin model se intelege un sistem teoretic sau material cu ajutorul caruia se pot studia



indirect proprietatile si evolutia unui sistem mai complex care este considerat sistem original,
fata de care modelul prezinta o anumita analogie.

Un model este o reprezentare simplificata sau abstractizata a realitatii. Adesea in practica
este dificil a se obtine simultan caracteristici simplificate si reprezentative ale realitatii studiate.
Modelul este un sistem teoretic (logico - matematic) sau material cu ajutorul caruia pot fi
studiate indirect proprietatile si functionarea unui alt sistem mai complex (sistemul original), cu
care modelul prezintd o anumita analogie. Modelele constituie reprezentari ale realitatii.

Alegerea unor modele si metode matematice se face functie de conditiile concrete ale
firmei , de informatiile ce se pot colecta si procesa in timp util, de costul acestora, de puterea
concurentilor, pentru a obtine avantajul concurential. Folosirea modelelor matematice, a
metodelor de optimizare si a tehnologiei informatiei in managementul si activitatea firmei duc la
cresterea eficientei sale, la avantajul competitiv al costurilor joase si a calitdfii mai bune a
produselor oferite pietei.

Un model este caracterizat de urmatoarele elemente:
1) este o imagine incompleta a unei realitati existente sau care urmeaza sa fie construita;

2) trebuie validat prin criteriul practicii in vederea determindrii gradului sau de utilitate si
a aplicarii sale (cu exceptia celor care simuleaza consecintele defavorabile);

3) este utilizat in vederea previzionarii comportarii in diferite situatii a procesului pe care
il simuleaza.

Se vor prezenta cateva principii ale modelarii matematice a proceselor economice.

1. Orice model se bazeaza pe o teorie economica creatd in prealabil pentru a explica
procesul modelat, iar parametrii cu care opereaza sunt, de regula, categorii economice sau laturi
ale acestora.

2. Modelele fac abstractie de o serie de laturi si particularitati ale procesului reflectat,
mentinadndu-si insad rolul cognitiv. Izomorfismul modelelor (identitatea cu realitatea) nu este o
conditie absolut obligatorie pentru ca un obiect sa fie modelul altui obiect.

3. Modelul exprima similitudinea nu numai a unui proces economic izolat, ci a unei
intregi clase de asemenea procese, astfel incat orice model este o generalizare, o sinteza de un
anumit grad. Cu cat aria proceselor reprezentate prin model este mai mare, cu atat gradul de
generalizare si de sinteza al acestuia este mai important.

4. Un model nu poate fi construit fard a se apela la un sistem de simboluri, care pot
reprezenta categorii economice §i care nu se suprapun peste alfabetul curent sau cifrele utilizate
in calcule.

Se vor analiza cateva clasificiri ale modelelor.

1. Dupa natura fizici a elementelor modelului, exista trei tipuri fundamentale de
modele: iconice, fizice-analogice si matematice sau simbolice.

Un model iconic este identic in mic sau in mare cu obiectul pe care il reprezinta, de
exemplu, modelul unui avion sau al unei masini (redus la scara) sau modelul unui atom (marit la
scarad).

Un model fizico- analogic inlocuieste o proprietate cu alta, iar problema este rezolvata in
starea substituentd i apoi solutia obtinutad este raportatd la dimensiunile sau proprietatile
originalului.

Modelele matematice sau simbolice sunt modele abstracte si generale, fiind constituite
din relatii si functii matematice.



2. In functie de probabilitatea ca un element si apartini sau nu unei multimi si a
gradului de apartenenti a unui element la o multime, modelele matematice sunt:
deterministe, stochastice i fuzzy (vagi).

Modelele deterministe sunt caracterizate de variabile si relatii sigure, realizabile cu
probabilitatea 1, se cunosc exact.

Tn modelele stochastice (probabilistice) unele variabile ce descriu procesul studiat sunt
variabile aleatoare, deci variabilele iau anumite valori cu anumite probabilitati.

Modelele fuzzy (vagi) folosesc matematica fuzzy, avand variabile care nu se pot
caracteriza nici exact (determinist) si nici in probabilitate, putdndu-se face aprecieri calitative
asupra valorilor pe care le iau. Se pune problema deosebirii intre aleator (stochastic) si fuzzy
(vag). Fenomenul aleator rezultd din nesiguranta 1n ceea ce priveste apartenenfa sau
neapartenenta unui element la o multime, existand diferite probabilititi. in cazul unui fenomen
de natura fuzzy (vag) exista grade de apartenenta intre apartenenta si neapartenenta unui element
la o multime si nu se bazeazd pe principiul tertiului exclus din logica matematica bivalenta.
Fenomenele fuzzy au la baza logica fuzzy care este o logica continua si care generalizeaza logica
bivalenta si logicile n-valente care sunt discrete.

3. Dupa natura variabilelor, exista modele discrete si modele continue. Modele se pot
clasifica si in functie de tipul sistemului pe care il reprezinta. Intr-un model, starea unui sistem
poate fi definitd de variabilele de stare de naturd determinista sau probabilista. Variabilele de
stare pot descrie un sistem in orice moment al functionarii sale. In functie de modul in care starea
sistemelor se poate schimba, sistemele se clasifica in sisteme continue si sisteme discrete, deci
existd modele ale sistemelor continue si modele ale sistemelor discrete. Un sistem este continuu
daca starea sistemului (variabilele de stare) se modifica continuu in timp, sunt numere reale. Un
sistem este discret daca starea sistemului se modifica la anumite momente discrete de timp, care
pot fi puse in corespondentd cu multimea numerelor naturale, care nu sunt in mod necesar egale.

4. In functie de importanta timpului in analiza rezultatelor, modelele pot fi statice sau
dinamice

Modelul este considerat static daca, din punct de vedere al analizei, este important numai
rezultatul final si nu modul in care se modifica sistemul in timp. De exemplu, multe modele
financiare descriu situatia financiara a unei organizatii sau a unei persoane fizice la sfarsitul unei
perioade de timp.

Modelul este considerat dinamic daca, din punct de vedere al analizei, este important
modul in care se modifica sistemul in timp.

n realitate, toate sistemele sunt dinamice. Cu toate acestea multe probleme nu necesita luarea in
considerare a aspectelor dinamice. Prin urmare, dacd o problema de modelare este dinamica sau
staticd depinde de intrebarile pentru care se asteapta un raspuns.

5. Dupa obiectul cercetirii si nivelul de structura, de grupare a entitdtilor studiate, existad
modele microeconomice si modele macroeconomice. Deci, dupa intinderea domeniului studiat,
modelele care descriu realitatea economica pot fi:

- modele macroeconomice — sunt cele care se refera la economia nationala, la 0 ramurd, 0
subramura sau la economia unui teritoriu mare: o regiune, un judet, o anumita zona industriala,
sau agricola etc.;

- modele microeconomice — sunt la nivel de firma, de intreprindere, uzina, combinat etc.

Optimizarea se poate face, in functie de problema concreta de rezolvat, in una din
urmatoarele doua variante:

- Principiul maximizarii rezultatelor, adica realizarea maximd a unui obiectiv in conditiile
utilizarii resurselor disponibile, relatiile (1);

- Principiul minimizarii consumului de resurse, adicd realizarea obiectivului cu utilizarea a
minimum de resurse alocate, relatiile (2).



Matematic, prima variantd se exprima prin maximizarea functiei obiectiv ca in (1), iar a
doua varianta prin minimizarea functiei obiectiv ca in (2), dar nu se optimizeaza simultan ambele
variante.

Dupa natura modelului matematic optimizarea poate fi:

- optimizare deterministd - se foloseste cand toate elementele modelului matematic sunt certe,
sigure, realizabile cu probabilitatea 1;

- optimizare stochastica — se utilizeaza cand modelul matematic cuprinde elemente care iau
anumite valori cu anumite probabilitati, deci cuprinde cel putin o variabila aleatoare;

- optimizare fuzzy - se foloseste cand modelul matematic are elemente care prezinta diverse
grade de apartenenta la o multime, utilizand matematica fuzzy

Modelele matematice sunt constituite dintr-un sistem de relatii matematice intre
variabilele sistemului sau procesului modelat, cu sau fara restrictii.

Modelarea si optimizarea sunt legate de rezolvarea unor probleme aparute in organizatia,
in sistemul studiat. Prin problema se intelege o dificultate, o situatie dificila, care nu poate fi
depasita automat si presupune o cercetare, 0 rezolvare, stiintifica sau empirica.

O problema are in structura sa trei componente: baza, generatorul (geneza) si solutia.

Baza unei probleme se constituie din informatiile si cunostintele existente relativ la
domeniul in care este formulata problema care pot aparea sub diferite formulari in continutul
problemei, dar nu sunt puse sub semnul intrebarii si nu fac obiectul cercetarii. Generatorul
(geneza) unei probleme cuprinde multimea cauzelor care au determinat aparitia problemei, iar
dintre acestea una (sau cateva) este principala, iar altele sunt secundare. Solutia problemei poate
exista sau nu, poate lipsi temporar sau definitiv (dacd problema este insolvabila).

Pentru existenta unei probleme, sunt necesare cateva conditii:

- trebuie sa existe un individ interesat n rezolvarea problemei in anumite conditii;

1o iw, e

(strategii) de actiune, dintre care se alege una;

- trebuie sa existe cel putin doua rezultate posibile ca urmare a alegerii facute, iar unul
dintre rezultate trebuie sa fie preferabil celorlalte si reprezintd obiectivul ce trebuie
atins;

obiectivul.

Problema exista, daca aceste conditii sunt satisfacute si individul interesat nu stie care
strategie este mai bund, deci va dori rezolvarea ei.

Notiunea de problema are doud aspecte in tratare: aspectul psihologic al
problemei (actul intrebarii) si aspectul lingvistic (modalitatea de exprimare a intrebarii intr-
un limbaj). Aspectul psihologic al problemei se refera la faptul ca formularea acesteia
presupune delimitarea clara in timp si spatiu a componentelor situatiei decizionale aferente,
existand Tn structura problemei decizionale:

- variantele (strategiile) de actiune care reprezinta caile de rezolvare a problemei date;

- criteriile de decizie care cuprind regulile dupa care va fi aleasa una dintre variantele
(strategiile) de actiune;

- stdrile naturii in contextul carora se desfasoara procesul analizat;

- consecintele actiunilor reprezintd rezultatele anticipate ale implementarii variantelor
(strategiilor) de actiune in diferite stari ale naturii.



Exprimarea clara si precisd a unei probleme presupune formularea ei ca o propozitie
interogativa, ca intrebare, iar Intrebarea reprezintd forma lingvisticd naturalda si directd de
exprimare a unei probleme. O problema trebuie formulata corect i sd fie delimitatd de alte
probleme cu care este in interdependenta pentru a putea fi rezolvata. O problema este bine
formulata daca este bine conceputa (nici o ipoteza sa nu fie falsa) si bine enuntata. Se spune ca o
problema bine enuntata este pe jumatate rezolvata.

Rezolvarea unei probleme de optimizare poate fi structuratd in etapele:

- formularea (enuntul) problemei,

- constructia modelului matematic;

- obtinerea solutiei optime;

- testarea modelului si a solutiei optime;

- implementarea si actualizarea solutiei optime.

1. 2. Simulare

Simularea este o experimentare pe model. Simularea este o tehnica de realizare a
experimentelor cu calculatorul, care implica utilizarea unor modele matematice si logice care
descriu comportarea unui sistem real (sau a unor componente ale sale) de-a lungul unei perioade
mari de timp.

Existd doud variante ale simularii: simularea Monte Carlo si simularea de tip joc.

Simularea Monte Carlo este o tehnica de simulare legata mai mult de probleme cu
caracter aleator, dar se utilizeaza si la rezolvarea unor probleme deterministe care nu pot fi
rezolvate usor prin metode deterministe.

Simularea de tip joc se referd la acele situatii care se caracterizeaza printr-un conflict
intre anumiti parteneri sau intre om (care trebuie sa ia anumite decizii) si natura (care ii ofera
omului mai multe variante urmand ca el sa o aleaga pe cea mai convenabild).

Cuvantul " simulare " este de origine latind, provenind de la " simulatio ", care Inseamna
capacitatea de a reproduce, reprezenta sau imita ceva. Dupa construirea modelului de simulare,
simularea in sine, ca experiment pe model, consta in a varia diversele caracteristici ale sistemului
(valorile variabilelor, ale parametrilor de intrare) si a deduce pe baza modelului, ca rezultat al
calculelor, efectele lor asupra altor caracteristici ale procesului (variabile de iesire). In
problemele de simulare trebuie generate numere aleatoare si variabile aleatoare a caror calitate
trebuie testata.

Simularea poate fi aplicatd atat in studiul sistemelor statice cat si dinamice precum si in studiul
sistemelor discrete cat si continue.

In cazul sistemelor statice stochastice se aplica simularea Monte Carlo, iar in cazul sistemelor
stochastice dinamice se poate alege dintre simularea evenimentelor discrete sau simularea
continua.

Modelarea si simularea sunt necesare atunci cand experimentarea directa pe sistemul real nu este
posibild sau recomandabild. Simularea poate fi definitd ca un proces prin care se construieste un
model al unui sistem real §i se realizeazd experimente cu acest model in scopul intelegerii
comportamentului sistemului sau evaluarii diferitelor strategii pentru sistemul analizat.

Se apeleaza la simulare deoarece ea permite imitarea a ceea ce se intdmpla intr-un sistem
real sau a ceea ce se preconizeaza pentru un sistem care este in stadiul de proiect. Datele de iesire
obtinute prin simulare pot fi considerate ca rezultate care ar fi putut fi furnizate de sistemul real.
Prin simulare, este posibil sa se construiasca un model al unui sistem sau proces fara ipotezele
impuse de modelele analitice (de exemplu in teoria firelor de asteptare solutiile analitice se obtin
in ipoteza ca intrarile si iesirile dintr-un sistem de servire sunt caracterizate prin distributia de
probabilitate Poisson).



in comparatie cu modelele de optimizare, modelele de simulare sunt ,,executate” si nu rezolvate,
deci, fiind dat un anumit set de intrari si caracteristici ale modelului, el este executat pentru a se
observa comportamentul sistemului pe care il reprezintd. Modificarea intrarilor i
caracteristicilor modelului se structureaza in mai multe scenarii care sunt evaluate prin simulare.

1. 3. Algoritmi

Cuvantul algoritm provine din “al-Khowarizmi” , adica din orasul Khowarizm , in
prezent acest oras se numeste Khiva si se afla in Uzbechistan, unde un autor persan, Abu Ja’
far Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi , a scris o carte de matematica in sec.VIII — IX ,
cunoscutd in traducere in limba latind “ Algorithmi de numero indorum”. Autorul persan si
matematicienii din Evul Mediu intelegeau prin algoritm o regula pe baza careia se efectuau
calculele aritmetice.

Un algoritm este 0 secventa de pasi care transforma multimea datelor de intrare in
datele de iesire, rezultatele dorite.

Un algoritm este o multime de reguli ce se pot aplica in cadrul procesului de
constructie a solutiei si pot fi executate fie manual, fie de o masina.

Un algoritm pentru o problema data este o mulfime de instructiuni care garanteaza
gasirea unei solutii corecte pentru orice instantd a problemei, intr-un numar finit de pasi
(iteratii).

Prin algoritm se intelege o metoda generala de rezolvare a unui anumit tip de
problemd, metoda ce se poate implementa (programa) pe calculator. Algoritmii pot opera nu
numai cu numere, desi istoric asa au aparut, existand algoritmi algebrici si algoritmi logici. Un
algoritm este compus dintr-o multime finita de pasi, fiecare necesitind una sau mai multe
operatii. Un algoritm trebuie sa se termine dupa un numadr finit de operatii, intr-un timp
rezonabil de lung.

Algoritmii de prelucrare sunt legati de operatiile efectuate asupra structurilor de date.
Gandirea algoritmica s-a transformat si dezvoltat, dintr-un instrument matematic particular,
intr-o modalitate fundamentala de abordare a problemelor in domenii care aparent nu au nimic
comun cu matematica, de exemplu, chiar si o retetd culinard este in esentd un algoritm.
Conceptul de algoritm se utilizeaza in toate domeniile. Universalitatea gandirii algoritmice este
rezultatul conexiunii dintre algoritm si calculator.

Proprietatile unui algoritm

- Algoritmul trebuie sa posede date de intrare (input data).

- Algoritmul trebuie sa furnizeze date de iesire (output data).

- Determinismul algoritmului (la executarea oricarui pas, trebuie sd cunoastem

succesorul acestuia).

- Corectitudinea datelor de iesire (a rezultatelor) in raport cu datele de intrare.

- Finititudinea algoritmului (pentru orice multime de date de intrare posibila a

problemei, solutia este obtinuta intr-un numar finit de pasi).

- Eficienta algoritmului (furnizarea solutiei trebuie sa fie realizabila prin consumul

eficient al resurselor timp, spatiu etc.).

- Generalitatea algoritmului (algoritmul este aplicabil unei clase de probleme, cele

ale caror date de intrare satisfac anumite conditii).
Succesiunea coerenta de operatii logice si aritmetice conduce la algoritmizarea unei probleme
economice. Algoritmii pot fi: exacti, aproximativi §i euristici.
Se vor analiza cativa algoritmi utilizabili in diverse sisteme informatice.

1. Divide et impera
O clasa importanta de algoritmi sunt algoritmii divide et impera care se utilizeaza
astfel:
- se descompune cazul ce trebuie rezolvat intr-un numar de subcazuri mai mici
ale aceleiasi probleme;



- se rezolva succesiv si independent fiecare caz;
- se face recompunerea solutiilor astfel obtinute pentru a gasi solutia cazului
initial.
2. Cautarea binara (Cautarea intr-un vector ordonat)
O aplicatie a metodei divide et impera este cdutarea binara care in principiu este
algoritmul dupa care se cautd un cuvant intr-un dictionar sau un nume in cartea de telefon.

Se considera un tablou T; , T, , ..., T, ordonat crescator si X un element oarecare.
Problema consta in a-1 gasi pe x in tabloul T, iar daca nu se afla acolo in a gasi pozitia unde
poate fi inserat. Deci, se cautd indicele i, 1 < 1 <n, si Tj < X < Tj41 . Cea mai simpla metoda de
cautare este cautarea secventialad. Pentru a mari viteza de cautare, metoda divide et impera
impune sa-1 cautdm pe x fie in prima jumatatea a tabloului T, fie in cea de a doua. Se compara x
cu elementul din mijlocul tabloului si se decide in care dintre jumatati se va cauta. Fie Ty
elementul din mijloc al sirului. Daca X = Ty, atunci elementul a fost gasit, daca X# Ty, atunci
el trebuie cautat in prima jumatate daca X < Ty , respectiv in a doua jumatate daca X> Ty . Se
repeta recursiv procedeul.

3. Backtracking

Algoritmii Backtracking (in limba engleza, back = inapoi , track = a urmari) construiesc
solutia pas cu pas, iar daca pentru o valoare alesd se constatd ca nu se ajunge la solutie, se
renuntd la ea si se reia cautareca de la pasul precedent. Metoda Backtracking imbunatateste
cautarea exhaustiva, dar totusi timpul sdu de executie creste exponential, iar din aceasta cauza
metoda este utilizatd numai atunci cand nu existd o metodd mai eficientd de rezolvare a
problemei

4. Algoritmi Greedy

Algoritmii Greedy (in limba engleza, greedy = lacom) determind in general un optim
local sau o solutie relativ buna, suboptimala, intr-un timp mai scurt decat rezolvarea aceleiasi
probleme cu un algoritm backtracking. Un algoritm greedy construieste solutia pas cu pas, la
fiecare pas se alege cel mai bun candidat posibil dupa ce se face evaluarea tuturor din acel
moment, dar nu face reveniri ca in cazul algoritmilor backtracking. Rezolvarea problemelor cu
un algoritm greedy este mai eficientd decat cu algoritmii backtracking si cautarea exhaustiva,.
Complexitatea unui algoritm greedy este polinomiala. Un algoritm greedy este un algoritm
iterativ nerecursiv

5. Algoritmi de ordonantare

Un algoritm de ordonantare rezolva o problema de ordonantare a fabricatiei a n repere
pe m masini. Ordonantarea fabricatiei inseamnd determinarea ordinii optime de prelucrare
(minimizarea timpului total de prelucrare, minimizarea timpului total al reglajelor, minimizarea
timpului de stagnare a utilajelor etc.) a n repere pe m masini. Problema ordonantarii fabricatiei a
aparut n literatura de specialitate in 1954 datorita lucrarilor lui S. M. Johnson care propune si
rezolvad problema prelucrdrii a n produse pe m = 2 masini, elaborand un algoritm care ii poartd
numele.

6. Algoritmi Branch and Bound

Algoritmii Branch and Bound (in limba englezd, branch = ramifica, bound = limita,
margineste) are la baza principiul cautarii ramificate utilizand un arbore de cautare si principiul
cautarii marginite, deci cautarea se face intre anumite limite.

7. Algoritmi evolutivi si algoritmi genetici

Se considera cd exista trei modalitati de abordare pentru a genera si realiza modele:

- abordarea determinist3;

- abordarea stocastica;

- abordarea prin inteligenta artificiald (calcul neconventional), deci utilizarea
algoritmilor evolutivi, a algoritmilor genetici, a algoritmilor fuzzy, a retelelor
neuronale (calcul neuronal).



Algoritmii evolutivi si algoritmi genetici, utilizeazad proceduri care imitd procesele de
adaptare si cautare aparute in evolutia naturala. Algoritmii evolutivi cuprind urmatoarele clase de
algoritmi: algoritmi genetici, programarea genetica, programarea evolutiva, strategiile evolutive.

Complexitatea algoritmilor

Prin complexitatea unui algoritm se Intelege in general costul, care este masurat cu
ajutorul unor functii sau parametri, cum ar fi: timpul de executie a algoritmului, memoria
calculator necesara, numarul de operatii elementare standard (modelul RAM — Random Access
Machine) executate, numirul real de operatii elementare calculator (cablate) executate etc. in
modelul RAM operatiile simple sunt: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea, modulo,
asignari, comparatii, apel procedura care se considerd ca ar consuma 0 unitate de timp (evident
este o aproximare, in realitate depinde de calculator), iar ciclurile si procedurile nu sunt
considerate operatii simple, fiind compuse din mai multe operatii. Resursele de memorie ale
calculatoarelor actuale sunt foarte mari, deci timpul de executie al unui algoritm este mai
important. Complexitatea unui algoritm calculata si masurata prin functia obiectiv f = timpul de
executie, care ia in calcul numarul de operatii elementare (unitati de timp) necesare pentru
executia algoritmului cAnd datele de intrare au o dimensiune n. In practici se utilizeaza trei
notatii sau metode pentru analiza complexitatii si performantei unui algoritm, prin marginirea
valorilor functiei f(n) cu niste constante si alte functii.

1. Notatia © .

Se spune ca

f(n) = @ (g(n))
daca exista constantele pozitive ng, C; si ¢, , astfel incat
c1.9(n) <f(n) < co.9(n) , (V) n=ng

2. Notatia O (marginire superioara)

Se spune ca
f(n) = O (g(n)
daca exista constantele pozitive ng si ¢, astfel incat
f(n) < c.g(n) ,(V)n=ng

3. Notatia Q (marginire inferioard)

Se spune ca
f(n) = Q(g(n))
daca exista constantele pozitive ng si ¢, astfel incat
f(n) > c.g(n) ,(V)n=>ng

Complexitatea lui f(n) este aproximata de familia sa O(g(n)) , iar g(n) poate fi una dintre
functiile:

- n, complexitate liniara;

- log n, complexitate logaritmica;

- n*, k>2, complexitate polinomiala;

- a", a>1, complexitate exponentiali;

- n!, complexitate factoriala;

Daca n este mare, n > 10, au loc inegalitatile:

logn<n<nlogn<n®<n®<2"
rezultand: O(logn) < O(n)< O(n.logn)< 0 (n?) < O(n®) < 02"

Dupa ce s-a determinat complexitatea unui algoritm, se pune problema daca acest
algoritm este optimal. Pentru o problema concreta un algoritm ce o rezolva este optimal daca
complexitatea sa atinge o limita inferioara a tuturor algoritmilor ce pot rezolva aceasta problema.
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In activitatea de modelare si optimizare practici se poate pune i problema optimizarii
programelor calculator.

Este impropriu termenul de optimizare a programelor calculator, desi se utilizeaza in
practica, deoarece este imposibil sd se gaseasca o functie obiectiv prin care sa se masoare
exact gradul maxim de performantd a programului. Este imposibil pentru un compilator s
genereze cel mai bun program obiect al unui program sursa. Practic nu se poate stabili
multimea tuturor programelor calculator care rezolvd o anumitd problema si din care sa se
aleaga programul optim din anumite puncte de vedere.

Cateva criterii de optimizare a programelor calculator sunt: timpul de executie,
dimensiunea memoriei ocupate, claritatea programului, portabilitatea. Se poate vedea ca
aceste criterii pot fi conflictuale, trebuie stabilitd importanta fiecdrui criteriu, iar in practica
trebuie gasita solutia de compromis, functie de resursele calculatorului. Problema generala a
gasirii unui program optim este indecidabild. Optimizarea programelor, In sensul minimizarii
timpului de executie, este posibila in trei faze ale elaborarii lor: in faza de conceptie, in faza
de codificare si in faza de compilare. Daca pentru rezolvarea unei probleme P se cunoaste de
catre programator mulfimea A a algoritmilor care rezolva problema respectiva, in etapa de
analizd se estimeaza care algoritm este mai rapid si acesta se va folosi. Evident, mulfimea A
difera de la o persoana la alta, avind o anumita relativitate. Dupa alegerea algoritmului de
rezolvare a problemei, trebuie ales limbajul de programare potrivit pentru tipul de calcule si
structurile de date utilizate.

Cateva reguli practice ce se pot folosi pentru optimizarea codului generat sunt:

- eliminarea subexpresiilor comune mai multor expresii aritmetice, prin notarea sa cu un

nume de variabila pentru a fi calculatd o singurd data;

- folosirea operatiilor aritmetice rapide;

- minimizarea numarului de conversii a constantelor si variabilelor;

- optimizarea buclelor, deci trebuie scoase din ciclu expresiile aritmetice invariante n

ciclu;

- utilizarea facilitatilor oferite de limbajele de programare referitoare la optimizarea
codului.

Alaturi de complexitatea algoritmilor calculatd §i masurata prin functia obiectiv timpul de
executie, se pune problema clasificarii problemelor dupa criteriul dificultatii lor de rezolvare,
deci usor sau greu de rezolvat, accesibile sau inaccesibile. Aceasta clasificare a problemelor
dupa dificultatea de rezolvare cuprinde clasele P si NP, iar clasa NP cuprinde subclasele ~NP-
complete si NP-hard. Clasa P cuprinde multimea problemelor pentru care exista un algoritm cu
timp polinomial de rezolvare, deci probleme relativ usoare, accesibile. Clasele ~NP-complete,
NP-hard cuprind cele mai grele probleme din clasa NP, nu exista un algoritm in timp polinomial
de rezolvare.

1.4. Fluxul informational.

Sistemul de management al organizatiei (firmei) poate fi structurat in subsistemele:
subsistemul organizatoric;

- subsistemul informational;

- subsistemul decizional;

- subsistemul metodologic.

Sistemul informational al unei organizatii poate fi privit ca sistem de legatura intre
sistemul de conducere (SC) si sistemul condus (de executie) (SE), ca in fig. nr.1. Nu poate exista
o conducere eficienta fara un sistem informational perfectionat. Concepte utilizate in studiul si
practica managementului, a sistemelor informationale si a sistemelor informatice sunt: datele,
informatia, cunostintele, fluxul informational, circuitul informational, comunicatia, structuri de
date, fisierul de date, baza de date.
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Existd multe definitii ale sistemului informational. Se va defini sistemul informational in
sens general.

Sistemul informational al unui organism (organizatii) (sau al unei activitati) poate fi
definit ca ansamblul informatiilor, surselor de informatii si nivelurilor receptoare, canalelor de
circulatie, procedurilor si mijloacelor de tratare a informatiilor din cadrul respectivului organism
(activitati).

Reflectarile neevaluate ale entitatilor faptice percepute (referitor la fenomene si procese
din naturd) se numesc date. Data este definita in general ca fiind fenomene si observatii primare.
Datele reprezintda de fapt masurdtori obiective ale atributelor (caracteristicilor) entitatilor
(oameni, lucruri, evenimente). Datele sunt resursele primare care sunt prelucrate in produse finite
de tip informatie. Transmiterea, receptia si stocarea informatiei se face prin simboluri concrete
denumite date. Datele constituie imaginea concretd a informatiei abstracte sau materializarea
informatiei. Elementul constitutiv al informatiei este data.

Notiunea de informatie are o mare generalitate si nu i s-a dat o definitie unitara, fiind
consideratd un concept primar ca si notiunea de multime. Mesajul reprezintd forma concreta prin
care se reflecta realitatea obiectiva. Informatia constituie continutul unuia sau mai multor mesaje
prin intermediul carora se aduc elemente noi de cunoastere privind functionarea unui sistem.

Informatia, in cazul unui sistem oarecare, tehnic, economic sau de altid natura poate fi
considerata ca un mesaj despre evenimente care au avut, au sau vor avea loc in interiorul si n
exteriorul acestui sistem. Informatia este informatie Tn adevaratul sens al cuvantului atunci si
numai atunci cand ea inlatura o anumita nedeterminare.

Notiunea de cunostinta apare in procesul de cunoastere care se desfasoara in timp si se
realizeaza prin acumularea si prelucrarea treptata de informatii despre obiectul cunoasterii.

SC
DECIZII INFORMATII
Sl

SE

Fig. nr.1

Fluxul material este insotit de un flux informational corespunzator. Fluxul informational
reprezintd totalitatea informatiilor transmise Intr-un interval de timp determinat, de la o sursa de
informatie la un receptor, printr-o mulfime de canale informationale. Fluxul informational este
constituit din ansamblul datelor, informatiilor si deciziilor necesare desfasurarii in bune conditii
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a unei activitdti sau operatii. Fluxul informational este caracterizat prin: continut, volum,
frecventa, calitate, forma, suport, proces de obtinere si cost.

Deciziile manageriale sunt influentate de calitatea si cantitatea informatiilor de care dispune
intreprinderea. Completitudinea si precizia informatiilor reprezinta doua atribute importante ale
informatiilor. Variatia preciziei si completitudinii informatiilor conditioneazd metodele
matematice ce se vor utiliza pentru rezolvarea problemei decizionale, ceea ce este prezentat in
fig. 2.

Daca informatiile au un nivel relativ ridicat de precizie si completitudine, atunci
problema decizionald poate fi abordata determinist cu rezultate bune, iar acest lucru se intampla
in cazul sistemelor tehnice, controlabile ( astfel de sisteme au o calculabilitate mare a
comportamentului lor §i sunt numite si sisteme complicate).

Daca scade precizia informatiilor, dar completitudinea este Tnaltd, se poate rezolva
problema decizionala prin decizii fuzzy (multimi vagi, fuzzy).

Daca scade completitudinea informatiilor, iar precizia este relativ inaltd, problema
decizionala se poate aborda stochastic, abordarea stochasticd este indicatd pentru sisteme
colective sau prin modele ale teoriei jocurilor, cdnd completitudinea scade mai mult.

PRECIZIE
100%
ABORDAREA STOCHASTICA MODELE
TEORIA JOCURILOR DETERMINISTE
ABORDAREA
INVATAREA PRIN EURISTICA
INCERCARE - EROARE SUBOPTIMALITATE
MULTICRITERIAL
SIMULARE ABORDARE
FUzzY
IRELEVANTA
INFORMATIILOR UTILIZAREA
ANALOGIILOR
O COMPLETITUDINE 100%

Fig.nr.2. Corespondenta dintre calitatea informatiilor (precizie si completitudine) si
metodele matematice utilizabile
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Daca scade simultan completitudinea si precizia informatiilor Tntre anumite limite trebuie sa se
facd o abordare suboptimald a problemei decizionale prin metode euristice, metode
multicriteriale si simulare. Daca completitudinea scade si mai mult, iar precizia raimane la nivel
mediu, se poate utiliza metoda invatarea prin incercare si eroare. Completitudinea si precizia
informatiei sunt influentate de complexitatea sistemelor studiate (sisteme tehnico-economice,
sisteme socio-politice).

Fluxurile materiale si fluxurile informationale se vor analiza in cadrul sistemului
informational al firmei si a diverselor tipuri de sisteme informatice: Sistemul Informatic de
Prelucrare a Tranzactiilor, Sistemul Informatic de Management, Sisteme Suport pentru Decizie,
Sistemul Informatic de Birotica, Sistemul Informatic Strategic.

1. 5. Optimizari in managementul firmei. Optimizarea fluxurilor materiale

Prin studierea problematicii optimizarii managementului firmei se urmareste cresterea

Se poate pune problema alegerii monocriteriale sau multicriteriale a algoritmului /
programului optim sau rational de rezolvare a unei probleme de management sau de optimizare
a fluxurilor materiale rezolvabila in cel putin trei etape:

- alegerea optimd / rationald a clasei algoritmului (algoritmi deterministi, stochastici,
fuzzy, genetici etc. );

- alegerea optima / rationald a algoritmului din clasa de algoritmi aleasa ;

- alegerea optima / rationald a limbajului de programare pentru programarea
algoritmului ales (se pot considera ca si functii de eficientd: timpul de executie a programului pe
calculator, memoria calculator necesara, portabilitatea programului realizat etc.).

Managementul firmei, competitivitatea sa si fluxurile materiale pot fi studiate, analizate
si optimizate prin programare matematica cu o functie obiectiv, de exemplu prin problema din
relatiile (1) care este o problema tip maximizare a profitului sau a venitului din vanzari sau prin
modelul din relatiile (2) care minimizeaza costurile.

dagX;<h ,i=1,2...,m
j=1
Xj20,j=12,....,n; (1)

f(X1, Xz, ..., Xn) = D ¢, X,
j=1
max f(X1, Xo, ..., Xn)

Problema de minimizare:

DagX;=h i=1,2...,m
=1
X;>0,j=1,2.....n; ?)

f(X1, Xz, ..., Xn) = D¢, X,
j=1

min f(Xy, Xo, ..., Xp)
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Modelele (1) si (2) se rezolva prin algoritmul simplex sau pe calculator cu programele: Qsb,
Dsspom, Lindo, Qm sau altele.
Problematica optimizarii managementului firmei si a fluxurilor materiale va fi abordata
monocriterial si multicriterial, prin modele deterministe, stochastice si fuzzy.
In logistica interna si in fabricatie se pot utiliza citeva metode ale cercetirii operationale,
din care amintim:
- alocarea resurselor materiale necesare fabricatiei prin programare liniarda monoobiectiv
si multiobiectiv;
- programare stochastica;
- programare fuzzy;
- minimizarea costurilor prin programare liniara;
- problema de afectare (asignare) pentru repartizarea muncitorilor pe masini;
- problema de transport de minimizare si problema de transport de maximizare;
- ordonantarea fabricatiei;
- modele de asteptare;
- optimizarea stocurilor;
- teoria grafurilor;
- optimizarea deciziilor.
In logistica externa (logistica aprovizionrii si logistica distributiei) se pot utiliza:
- problema de transport de minimizare monoobiectiv si multiobiectiv;
- programarea parametrica;
- decizii multiatribut, decizii de grup, decizii fuzzy;
- modele de asteptare;
- teoria jocurilor strategice.
Intr-o problema analizati si rezolvati prin metode ale cercetirii operationale sunt
urmatoarele etape:
- formularea (enuntul) problemei,
- constructia modelului matematic;
- obtinerea solutiei optime;
- testarea modelului si a solutiei optime;
- implementarea si actualizarea solutiei optime.

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C2

Pentru completarea informatiilor din cursurile C1 — C14 se poate consulta cartea:
Cociu Nicolae - Metode ale cercetirii operationale Tn inginerie si management, Editura
Solness, Timisoara, 2011 .

MODELE DETERMINISTE.
MODELAREA FLUXURILOR MATERIALE PRIN PROGRAMARE MATEMATICA

Problematica optimizarii managementului firmei si a fluxurilor materiale va fi abordata
prin programare matematica, monocriterial si multicriterial, prin modele neliniare §i liniare,
modele deterministe, stochastice si fuzzy. Prin studierea problematicii optimizarii

......

procesului decizional i managerial.
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2. PROGRAMAREA NELINIARA

Problema de programare matematica neliniard se poate enunta, la modul general, astfel:
sa se determine minimul (maximul) functiei obiectiv f,

min f(X1, X2, ..., Xp) (2.1)
in conditiile:
g (X1, X2,...,Xp)<0,i=1,2,...,m, (2.2)
unde: f,gi:R" >R ,i=1,2,...,m. (2.3)
Daca se cere min f(X;, Xz, ..., Xp ), se spune ca avem o problema de programare neliniara de

minimizare, iar daca se cere max f(X; , Xz, ..., X, ) avem o problema de programare neliniara
de maximizare.
Daca se adauga la relatiile (2.1), (2.2) conditiile de nenegativitate ale variabilelor,

X;20,j=1,2,...,n (2.4)

se obtine forma canonica a problemei de programare neliniara.

Definitia 2.1.
O functie f
fD—>R, DcR"

este convexa pe D in sensul lui Jensen, daca
VXYeD VAe[0,1]f(A.X+(1-A).Y)< A.fX)+(1- A4).f(Y) .
Problema clasica a minimului cu legaturi pune problema gasirii minimului functiei f,

min (X3, Xo, ..., Xp)
cand variabilele Xy, X, ..., X, verifica conditiile:

0i(X1, Xz, ..., Xp)=0,1i=1,2,...,m; (2.5)
Se presupune ca functiile f'si gj, 1 =1, 2, ..., m; admit derivate partiale de ordinul intai in raport

cu toate variabilele Xj,j=1,2, ..., n.
Se poate utiliza metoda multiplicatorilor lui Lagrange, considerand functia auxiliara F,

F:R™ 5 R

F(Xll XZ) LR an ull u27 LR Um ) = f(X]_, X27 L] Xn) + Zui'gi (X]_! XZ,---, Xn) (2'6)

i=1

unde: up, Uy, ..., Uy Sunt multiplicatorii lui Lagrange.
Conditia necesara de minim a functiei F din (2.6) este anularea derivatelor partiale de ordinul
ntai, deci:

oF of & 0y, -

— =Dy =0 ,j=1,2, ..., 2.7
X; X, Z "X . ! 7
f:gi=o ,i=1,2,...,m (2.8)
ou,
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Conditiile (2.7) si (2.8) sunt conditii necesare de minim si nu si suficiente, iar aceste conditii sunt

necesare si suficiente daca se adauga conditii suplimentare pentru func‘;iile fsig, i=1,2,
, m. De exemplu, daca functia f este convexa si functiile gj, i =1, 2, ..., m; sunt liniare, atunci

condltnle (2.7) s1 (2.8) sunt conditii necesare si suficiente de minim.

Se reia problema de programare neliniara din relatiile (2.1) — (2.3) in relatiile (2.9) — (2.10).

min £(X1, Xa, ..., Xn) (2.9)
gi (X1, X2, ... Xn) <0,i=1,2,...m, (2.10)

Relatiile (2.10) se transforma in egalitdti in (2.11), adunand céate o variabila artificiala w; la
fiecare inegalitate, deci sunt m variabile reale w; auxiliare,i =1, 2, ..., m

5

i (X1, Xz, ... Xp)+w;=0,i=1,2,...,m; (2.11)
Problema de programare neliniara (2.9) — (2.10) se reformuleaza:

Sa se determine
min f(Xl, Xz, ceey Xn)

cand variabilele Xy, Xa, ..., Xn, W1, Wy, ..., Wy, verifica conditiile (2.11).
Functia lui Lagrange in acest caz este (2.12).

F(Xll XZ: LR Xn! Wl! W21 ey Wm, ull u29 L] Um ) =

= FOG W, U) = FX0, Xau oo Xo) + 3 ULLG (X0 Xy X )4 W] (2.12)

i=1

Conditiile necesare de minim sunt (2.13)

oF < 6‘9. -

o ‘ax 2 =0 (=12, (2.13)
S_F:giJrWi:o _i=1,2,...m

U

i:z_uilwizo ,i:1,2,...,m
ow

Daca se elimind w; din (2.13), rezultd ca gi= 0 are loc atunci si numai atunci cand
w;=0,oricarearfi i=1,2,...,m

Ui.gi=0,1=12,..,m, (2.14)
si conditiile necesare de minim sunt numite conditiile Kuhn —Tucker.
Conditiile Kuhn -Tucker necesare pentru minimul lui f:

i+ u;. %- i=1,2,...,m (2.15)
oX; F X,
gi<0, i=1,2,...m (2.16)
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u.gi=0 |, i=1,2,...,m (2.17)

u>0 , i=1,2,...m (2.18)
Pentru problema de maximizare relatiile (2.18) se inlocuiesc cu (2.19).

u <0 , i=1,2,...m (2.19)

Kuhn si Tucker au aratat ca daca functiile fsi gj,1=1, 2, ...,m; sunt convexe, conditiile (2.15)
— (2.18) sunt necesare si suficiente pentru rezolvarea problemei de programare neliniara de
minim.

3. Programare liniara

3.1. Introducere in programare liniara

Managementul firmei, competitivitatea sa si fluxurile materiale pot fi studiate, analizate si
optimizate prin programare matematica. Problema optimizarii fluxurilor materiale si
informationale se pune la nivel de: intrari in sistemul de productie, iesiri din sistem, procese si
programe de productie, managementul firmei. Problema optimizarii managementului firmei si
modelarii fluxurilor materiale va fi abordatd prin programare liniara, monocriterial si
multicriterial, prin modele deterministe, stochastice si fuzzy. Fluxurile materiale pot fi
studiate, analizate si optimizate prin programare matematica cu o functie obiectiv , de exemplu
prin problema de programare liniara din relatiile (3.1) — (3.3) sau prin programare matematica cu
mai multe functii obiectiv, deci multicriterial. Modelul matematic din relatiile (3.1) — (3.3) este 0
problema de programare liniara de maximizare si se poate utiliza Tn optimizarea proceselor si
programelor de productie.

dagX;<h ,i=1,2...,m (3.1)

j=1

Xiz20,j=1,2,....,n; (3.2)

(X1, Xz, +ves Xn) = D_C; X (3.3)
j=1

max f(X1, X2, ..., Xp)

sau in scriere matriciald echivalenta, relatiile (3.4).

A.X<b

X>0 (3.4)
f(X)=c.X

max f(X)

unde: A=(a),i=1,2,...,m;j=1,2,...,n
X, b,
XZ b2
X =|:],b=1]:],¢c=1_(@,c¢c, c,)

X b

Relatiile (3.1) reprezinta restrictiile problemei de programare liniara, relatiile (3.2) sunt conditiile
de nenegativitate ale variabilelor, iar functia f din relatia (3.3) este functia obiectiv, numita si
functie scop sau functie de eficienta.
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Fluxurile materiale pot fi optimizate si printr-o problema de programare liniard de
minimizare in care functia obiectiv f reprezinta costuri care se minimizeaza, relatiile (3.5).

dagX;=h ,i=1,2,...,m;
=1
Xj20,j:1,2,....,n; (3.5)

f(Xl, Xz, cesy Xn) = ZCJ- Xj
-1

min f(X]_, Xz, coey Xn)
sau 1n scriere matriciald in relatiile (3.6).

A.X>Db
X>0 (3.6)
f(X)=c.X
min f(X)
unde: A=(a;),i=1,2,...,m;j=1,2,...,nm
xl bl
XZ b2
X = b =1]:|,¢c=1(@ , ¢ , c,)
X b

3.2. FOLOSIREA EFICIENTA A RESURSELOR MATERIALE.
ALOCAREA RESURSELOR MATERIALE. PROBLEMA MAXIMIZARII
PROFITULUI

Resursele reprezinta totalitatea mijloacelor care participa la realizarea unei actiuni
complexe si care, pentru a asigura eficienfa actiunii (programului), trebuie sd fie corect
dimensionate, sa se dispuna de ele la timpul oportun si sa fie utilizate cat mai rational.

Alocarea este o prevedere, cu o anumita destinatie, pentru un anumit scop, a unor resurse
umane, materiale sau banesti. Conducerea problemelor economice ale unei firme pe un anumit
orizont de timp presupune asigurarea resurselor necesare atingerii obiectivelor. Daca sunt
asigurate aceste resurse, trebuie rezolvata problema alocarii lor pe obiectivele firmei. Alocarea
resurselor se poate face pe baza experientei, a intuitiei sau utilizand metode de optimizare.

Principalele elemente ale unei probleme de alocare a resurselor sunt:

1.) Ce resurse trebuie sa fie alocate ?;

2.) Care este disponibilul total din aceste resurse, deci cat putem sa alocam ?;

3.) Care sunt sursele sau furnizorii resurselor ? ;

4.) Care este disponibilul de resurse pe fiecare sursa, deci céat se poate lua de la fiecare
furnizor ?;

5.) Cine sunt beneficiarii resurselor, deci cui se vor repartiza resursele ?;

6.) Care este necesarul de resurse pe fiecare beneficiar, deci cat trebuie sa se aloce
fiecaruia ? ;

7.) Care este orizontul de timp pentru care se face alocarea?;

8.) Care sunt conditiile sau restrictiile de alocare ? ;

9.) Care sunt criteriile de performanta ale alocarii? ;

10.) Care sunt obiectivele si strategiile de alocare ? ;

11.) Care sunt consecintele alocarii ? ;

12.) Care sunt starile naturii in care este posibila efectuarea alocarii si probabilitatile de
aparitie a lor ? ;
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Dupa natura lor, resursele firmei se pot clasifica astfel:

e resurse materiale, formate din materii prime, materiale, combustibili, energie, utilaje,
masini, instalatii etc.;

e resurse de fortd de munca;
e resurse financiare ;
e resurse informationale.

Problemele de alocare a resurselor stabilesc modul cum trebuie repartizate resursele
disponibile intre activitatile ce urmeaza sa fie executate, pentru ca activitatile sa poata fi realizate
cat mai bine, in sensul unei anumite functii obiectiv.

Obiectivul acestor probleme il constitue alocarea resurselor in asa fel, incat sa se
optimizeze o functie obiectiv, de exemplu sd se minimizeze cheltuielile totale sau sa se
maximizeze profitul total sau venitul din vanzari.

Tn fabricarea a n produse se utilizeazi m resurse ale firmei care sunt limitate si trebuie
folosite eficient, alocate optim in sensul unei anumite functii obiectiv.

Tntr-un sistem de productie (atelier, sectie, intreprindere) pentru a fabrica produsele P,

P,,..., P, se folosesc resursele R, R,, ..., R, ce sunt disponibile in cantitati limitate b, b,,..., b

.
Resursa R; intra in produsul P, n cantitatea ajj i=12..,m;j=1, 2,..,n, iar profitul unitar
(real sau estimat) pentru produsul P; este ¢; , j =1, 2, ..., n. Se presupune cd sunt satisfacute
conditiile: a; = 0, bj >0, Cj = 0,i=1,2,..m;j=1,2,..,n. Aceste elemente sunt
sintetizate Tn tabelul nr.3.1.
Tabelul nr. 3.1.
Pj Py P, . Pn Resurse
Disponibile
Ri bi
Ry a11 a12 . a1n b1
R a1 az L a2n b,
I:\)m dm1 am? s Amn bm
Profitul unitar C1 Co - Cn
Cj
Se cere determinarea planului de fabricatie optim, deci trebuie aflat cate produse P,, P,, ..., P,

se vor fabrica in perioada de timp considerata (zi, sdptamana, luna etc.) si in conditiile date astfel
incét profitul sa fie maxim.
Se noteaza cu X; cantitatea din produsul P, ce se va fabrica, j=1,2, ..., n.

Se obtine modelul matematic din relatiile (3.7), care este o problema de programare liniara.
Zn: aij. Xj<bhi,i=1,2,...,m
>J<=jlzo,j:1,2,...,n; (3.7)
f(Xl,Xz,...,Xn)=Zn: Ci . X
j=1

max f( X1, Xz, ..., Xp)

Scrierea matriceald echivalenta a modelului (3.7) este modelul matematic din relatiile (3.8).
A X <b
X >0 (3.8)
f(X)=c.X
max f( X))
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unde notatiile sunt:
A:(aij); i=1,2,....mj=12,...n

c=(cy,Co...,Cn);
Xl 1
XZ b2
X = . , b =
Xn bm
Observatii
1. Daca cj reprezinta pretul unitar de vanzare a produsului Pj, j=1, 2, .. ., n, atunci se

va maximiza venitul din vanzari in alocarea resurselor materiale, iar modelul
matematic este tot (3.7), ca si la maximizarea profitului.

2. Dacd din studii de marketing se cunosc pentru fiecare produs P; cererea minima
egald cu a; si cererea maxima egald cu S, , la modelul matematic al problemei de

programare liniara din relatiile (3.7) se adauga restrictiile (3.9), rezultind modelul din
relatiile (3.10).
a, <X < p,1=12,...m; (3.9)

]

unde: «; 20, B;20,j=1,2,...n;

z aij. Xj<hi,i=1,2,...,m;
-1

a; <X< B;,j=12,...m;

]

X 20,j=1,2...,m; (3.10)

f(XLXZ!"'!Xn):z CJ Xj
j=1
max f( X1, Xz, ..., Xpn)

3. Exista probleme de programare liniara cu solutii impuse.

Existd probleme practice care se rezolva prin programare liniard in care anumite
componente ale solutiei (sau o componentd) trebuie sa ia anumite valori. Sa
presupunem ci X; = d; pentru un indice j fixat. Tn acest caz problema de programare
liniara se reduce ca si dimensiune de la n variabile la n — 1. Pentru rezolvarea
problemei se va renunta la variabila X; in matricea A, deci coloana j dispare (sau se
face zero), in functia obiectiv f dispare ¢;j (sau se face zero) si termenii liberi bj , 1=
1,2, ...,m, sevor corecta cu valorile coloanei j .

b’i=bi—ai,- . X,-:bi—ai,-.dj ,1= 1,2,...,m;

Se rezolva cu algoritmul simplex primal sau simplex dual sau cu un program pe
calculator. Solutiile problemelor cu solutii impuse nu mai sunt intotdeauna solutii de
baza pentru ca pot avea mai multe componente pozitive decit dimensiunea bazei.

4. Problemele de programare liniard din relatiile (3.7) si (3.10) se rezolva cu algoritmul
simplex primal sau simplex dual, respectiv cu calculatorul utilizand programele Qsb,
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Dsspom, Lindo, QM sau altele, obtinandu-se solutia optima ce maximizeaza profitul
(sau venitul din vanzari).

EXTENSIA 3.2.1. APROBLEMEI MAXIMIZARII PROFITULUI

Se poate da o generalizare a modelului matematic dat de relatiile (3.7), considerand ca
toate consumurile a; si disponibilul de resurse care trebuie alocate apartin unor intervale ale
numerelor reale, relatiile (3.11).

aij € [ aij, Bij]
bi E[‘Yi,si], (xijZO,BiZO,’YiZO,SiZO, (3.11)
i=1,2,...m; j=1,2,...,n.
Modelul matematic va fi dat de relatiile (3.12), care este echivalent si se rezolva cu modelul
din relatiile (3.13).

Xj . [aij.Bijl clvi.dil, 1=1,2,...m;

n
j=1

Xj20, j=1,2...n (3.12)

f(XLXZ,---,Xn): z Cj 'Xj
j=1

sup f( Xy, Xz, ..., Xp)

Modelul matematic din relatiile (3.13) este o problema de programare liniara ce se rezolva cu
algoritmul simplex primal sau dual sau pe calculator cu programe: Qsb, Dsspom, Lindo, QM etc.

OB X <8 ,i=1,2,...,m;
j=1

Z (Xij_Xj 2 i =1,2,...,m;

j=1
Xj>0,j=1,2...,n (3.13)

n

f(X1, Xor oo, X0 ) =)0 6 L X

j=1

max f( Xy, Xz, ..., Xp )

Exemplul nr. 3.1.

Se considera o problema de alocare a resurselor materiale cu maximizarea profitului. Din m =3
resurse se fabrica n = 3 produse, date 1n tabelul nr.3.2 . Trebuie determinat:
a) ce cantitate se va fabrica din fiecare produs, astfel incat profitul obtinut sa fie maxim.
b) daca din studii de marketing rezulta ca produsul P, are cererea minima de 5 unitati, ce
cantitate se va fabrica din fiecare produs, astfel incat profitul obtinut sa fie maxim.
C) Sa se faca alegerea intre varianta de la punctul a) si varianta de la b) care este mai buna.
d) Ce cantitate se va fabrica din fiecare produs daca din produsul P, trebuie fabricate 5
unitati, astfel incat profitul obtinut sa fie maxim.
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Tabelul nr.3.2.

Pj| P1 P> P3 Resurse disponibile
Ri bi
R 1 2 3 120
R» 2 2 1 80
Rs3 1 2 1 70
Profitul unitar 60 80 100
G

a) Se noteaza cu X; cantitatea din produsul P, ce se va fabrica, j = 1, 2, 3. Modelul
matematic reprezinta problema de programare liniara (3.14).

Xi+2.X;+3.X3 £120

2. X, +2. X+ X3 < 80 (3.14)
Xi+2. X+ X3 <70

X;>0,j=123;

f(Xl,Xz,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3

rnED(f()(l,)(g,)(g)

Se rezolva problema de programare liniara cu programul QSB, modulul linear programming, si
se obtine solutia optima:

X1=24, X;=0, X3=32, max f=4640. (3.15)

Ecrane Qsb de rezolvare:

o QSE =S

Welcome to Q8B (Quantitative Systems for Business)?t

Code Code
Mo . Program Mo . Program

B4 — Linear programming

Fress the up or down key to locate the desired option. Then prezsz EMTER.
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B8 QSB SIS

Welcome to your Linear Programming (LP>» Deciszion Support System?

Option Function

——— Enter new prohlem

ress the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.

LPF Model Entry for 1

Prezz the SPACE BAR to continue if vour entries are correct.
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.ﬂQSB

+6H . 0668

+1 . 806888
+2 . 800688
+1 . 80688

+36.06080

+2 . 80084
+2 . 80084
+2 . 80684

= |
Modify The Model Coefficients Page 1
+1688. 088
+3 . 806084 <=+120.06008

+1 . 0684 <=+0@.8008
+1 . 80684 <=+70.8008

BN Q5B

Helcome to wvour Linear Programming {LP» Decision Support System?

Option

|_n:u||§|l-§3—

Function
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=8 Q5B - P E—— o=

Summarized Results for pll Page = 1

+24 . 0800804 a B|+27.999978
a|+7.9992286 A | +16.80608008
+32 . 080080 a +14.0800804 a

Haximum value of the OBJ = 4648 Iters. = 4

b) Daca din studii de marketing rezulta ca produsul P, are cererea minima de 5 unitati,
atunci la problema de programare liniara (3.14) se adauga restrictia:
X, 25,
Se va rezolva cu programul Qsb, rezulta solutia optima:
X1 =20, X, =5, X3 =30, max f =4600.

&S QSB EEITX

Welcome to your Linear Programming (LP>» Decision Support System?

Option Function
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EH QSB = B [t

Option Menu for Modifvying aa
Option

add3 ————__Add one constraint]

@8 Qs EE=)
Modify The Model Coefficients Page 1
+60.088A +80. 0888 1808 . 9888
+1 . ABABA +2 . ABREA +3 .80RAA <=+120.808
+2 .ABRBA +2 . ABREA +1 .ABAAA <=+80.06808

+1 . 98880 +2 . 80880 +1 8886808 <=+78.0800
+. 808088 +1 . A808A +. 8880688 »=+5 _BAAHA
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a Qs oo S |

Option Menu for Modifying plil
Option

=58 ——— Return to the function menu

Summarized Rezults for 11 Page = 1

+20.8080608 A | +16 . 0068608
a

+5 . 8B8aaea +16.088068
+360.80806808 a

Bl+27.99999 B-7.9999986

+7.9999986

Haximum value of the 0OBJ = 4680 Iters. = 5§

c) La punctul a) se castiga mai mult decat la b), dar la varianta b) nu se pierde un client al
produsului P, care s-ar duce altfel la concurenta.

Se pot lua diverse valori ale cererii minime sau maxime ale produselor, rezultand
probleme de programare liniara cu mai multe restrictii decat problema (3.14).

d) Este problemi de programare liniard cu solutii impuse. In acest caz problema de
programare liniara se reduce ca si dimensiune de la 3 variabile la 2 = 3 — 1. Pentru
rezolvarea problemei se va renunta la variabila X, in matricea A, deci coloana 2 dispare
(sau se face zero), in functia obiectiv f dispare ¢, (sau se face zero) si termenii liberi b; ,
i=1,2,3, sevor corecta cu valorile coloanei j = 2.

b} = bi—-au. Xo = bi—-am .5 ,i =1,23;

X1+3.X3 £120-2.5=110
2. X1+ X3 <80 -2.5=70 (3.14d)
X1+2. X+ X3 <70-2.5=60
X;20,j=1,23;
fd(xl,X3):60.X1+100.X3
made(Xl,Xg)
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Se rezolva problema de programare liniarda (3.14d) cu programul QSB, modulul linear
programming, si se obtine solutia optima pentru punctul d):
X1=20, X3=30, max fy =4200.
Solutia optima:
max f( Xy, Xz, X3) = max f( Xy, 5, X3) = max fy+ 80 .5 =4200 + 400 = 4600

Exemplul nr. 3.1a.

Se considerda o problema de alocare a resurselor materiale cu maximizarea profitului.
Din  m = 3 resurse se fabrici n = 3 produse, date in tabelul nr.3.2a, iar consumul de resurse si
disponibilul de resurse sunt intr-un interval inchis. Trebuie determinata ce cantitate se va fabrica

din fiecare produs, astfel incat profitul obtinut sa fie maxim.

Tabelul nr.3.2 a

Pj Py P, P Resurse

Ri disponibile
bi

Ry [0.9;1.1] |[[1.8;2.2] |[2.7;3.3] |[108;132]
R, [1.8;2.2] |[[1.8;2.2] |[0.9;1.1] |[72;88]
Rs [0.9;1.1] |[[1.8;2.2] |[0.9;1.1] |[63;77]
Profitul 60 80 100
unitar
i

Se noteaza cu X; cantitatea din produsul P; ce se va fabrica, j = 1, 2, 3. Modelul

matematic este o problema de programare liniard cu coeficienti multimi convexe (intervale
inchise), este dat de relatiile (3.14a).

X1 [0.9; 1.1] + Xo. [1.8; 2.2] + Xa.[2.7; 3.3]  [108; 132]

X1.[1.8:2.2] +X,.[1.8;2.2] + X3 [0.9; 1.1] < [72: 88] (3.14a)
X1.[0.9; 1.1] + X». [1.8; 2.2] + X3. [0.9; 1.1] [63; 77]

X;>0,j=123;

f(Xl,Xz,Xg) :60.X1+80.X2+100.X3

maXf(Xl,Xz,Xg)

Modelul dat de relatiile (3.14a), se reduce la problema de programare liniara (3.14b).

-
-

09X;+1.8X,+2.7 X3 >108

11X +22X;+3.3X3<132

18X+ 18X,+09X3 >72

22 X:+ 22X, +1.1 X5 <88 (3.14b)
09X;+1.8X,+0.9 X3 >63

11X, +22X,+1.1 X3 <77

X;>0,j=1,23;

f(xl,XQ,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3

maXf(X]_,Xz,X:g)

Se va rezolva cu programul Qsb, modulul linear programming.
Ecrane Qsb de rezolvare:
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o QSE =S

Welcome to Q8B (Quantitative Systems for Business)?t

Code Code
Ho. Program Ho. Program

B4 — Linear programming

ress the up or down key to locate the desired option. Then prezsz ENTER.

B8 QSE ESEN

Welcome to your Linear Programming (LP>» Deciszion Support System?

Option Function

——— Enter new prohlem

ress the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.

29



B QsB

LPF Model Entry for lp2

= | ] [

reszsz the SPACE BAR to continue if wour entries are correct.

Enter the Coefficients of the LP Model Page

»=188
<=132
=72
<=88
»=63
{=m

Ezsc — Previousz page. ~ —— Mext page.

30
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»*% No feasible solutiontt?

ss any key to return to the function menu.
S-a luat consumul si disponibilul de resurse cu +10% si -10% mai mare, respectiv mai
mic decét cel din tabelul nr.3.2, dar nu va avea solutii.
Nu are solutii, dar se vor modifica o parte din termenii liberi si va avea solutie optima.
Se modifica limita superioara din disponibilul de resurse.

Modify The Model Coefficients Page 1
+60 . 8008 +§0. 8008 +168.0908

+. 70860868 +1 . 8868868 +2.786008 »=+183 .808
+1 . 186868 +2 . 286888 +3 .38688 <=+138.066
+1 . 88688 +1 . 38688 +. 708688 »=+72 8808
+2 286080 +2 . 286880 +1 . 186084 <=+95 8084
+_ 70860008 +1 . 386008 +_ 9086000 >=+63.80008
+1 .18884 +2.20080 +1 .168884 < =485 .86080
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Summarized Results for p Page = 1

+16.363632 +5 7272692 a
+12.95%455@ A a
+2°7.727278 Al+18.181818
+4 7878877 B|+11.111113

A a B|-11.111113
al+27.272726 +7.9999962 a

Maximum value of the O0BJ 4798.7989 Iters. = 7

EXTENSIA 3.2.2. APROBLEMEI MAXIMIZARII PROFITULUI

Daci din studii de marketing se poate estima intervalul de incadrare a profitului unitar
¢ eldy, gl j=1,2,...,m (3.16)
atunci problema data de relatiile (3.12 ) se poate generaliza din nou, considerand relatia (3.17).

f(Xe, Xz, Xo) =Y X, [dj,ej], dj>0,6j>0,j=1,2, ... m; (3.17)

j=1

Se obtine astfel modelul matematic (3.18).

Zn: X; [aij,Bijlcly; 8il,i=12...,m

i=1

Xj>0, j=1,2,...,m (3.18)

sup f( Xg, X2, ..., Xn)

Modelul (3.18) este o problema de programare liniara cu coeficienti multimi convexe
(intervale inchise) care se rezolva cu ajutorul modelelor date de relatiile (3.19) si (3.20).

DBy X <8 ,i=12,...,m;
j=1
alij | )ﬂ Z v, i=12,...,m;
=1
X; 20, j=12...,n; (3.19)

f( X Xa, o, Xn) =) dj X
j=1

max f1( Xy, Xz, ..., Xp)
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oa; Xj=y,, i=1,2,...,m,

X, 20, j=1,2,...,n; (3.20)

fo( Xo, Xa, oo, X0 ) = D) € L X
j=1
max f2( X1, Xoy o ooy Xp )

Se vor nota cu Xoptl si cu Xoptz solutiile optime ale problemelor de programare liniara,
date de relatiile (3.19) si (3.20).

Xy X;
X1 X2
Xgpt = ? ) onpt ?
X1 X2

Solutiile optime ale problemelor de programare liniara date de relatiile (3.19) si ( 3.20) se obtin
cu algoritmul simplex primal sau dual , respectiv cu calculatorul utilizand programele QSB,
DSSPOM, LINDO, QM sau alte programe.
Se noteaza:
f,( Xopt' ) = max f,(X) = Sy
f,( Xopt™ ) = Max f,(X) = S, (3.21)
Se obtine intervalul [S, , S, ] de incadrare a profitului maxim in (3.22).

max f(X) €[ S:,S2] . (3.22)
Se pot considera si alte functii obiectiv f, cum ar fi: vetitul din vanziri, productia fizica,
productia marfa, cifra de afaceri, costurile totale etc.

5. 3. UTILIZAREA OPTIMA A MASINILOR PENTRU PROCESELE DE
PRELUCRARE A PIESELOR SI REPERELOR.
PROBLEMA MAXIMIZARII PROFITULUI IN ALOCAREA MASINILOR

Tntr-un sistem de productie (atelier, sectie, intreprindere) se fabrica piesele / reperele Pj,

j=1,2,..,n executand pentru fiecare operatii de prelucrare pe masinile M; , i =1, 2, ..., m, in
mod succesiv, iar ordinea operatiilor este indiferenta.
Se cunosc:
- timpii unitari de prelucrare ai piesei P; pe masina M; egali cu tj;, 1 =1, 2, ..., m;
j=12,...,n

- timpul disponibil al unei masini M; pentru orizontul de timp considerat (sdptamana, luna
etc.)egalcuT; i=1,2,...,m;

- profitul (real sau estimat) pe fiecare piesd / reper Py egal cucj, j=1,2, ..., n;

Se presupune ca masinile nu au timpi morti, datoritd faptului cd nu conteaza ordinea
operatiilor. Aceste elemente sunt date in tabelul nr.3.3.
Se presupune ca sunt satisfacute conditiile:
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t;>20Ti>20,¢20,i=1,2,...m;j=1,2,...,n

Trebuie stabilit planul de fabricafie optim, deci cate piese / repere P, Py, . . ., P, se vor
fabrica in perioada de timp considerata (zi, sdptamana, luna etc.) si in conditiile date, pentru a
obtine un profit maxim.

Se va nota cu X cantitatea din piesa / reperul Pjce se va fabrica, j=1, 2, ..., n.

Modelul matematic al problemei este dat de relatiile (3.23) care reprezinta o problema de
programare liniard in numere intregi.

Tabelul nr.3.3.
P Py P, . P, Timp magina
disponibil
M Ti
M, t11 t1o . tin Ty
M; to1 t2o . ton T,
Mm tml tm2 s tmn Tm
Profitul unitar C1 () . Ch
G
Doty X <Ti, i=1,2,...,m;
j=1
Xj = 0,j=12,...,n (3.23)
Xj eZ , j = ;

Rezolvarea problemei de programare liniard in numere intregi (3.23) se poate realiza cu
algoritmul lui Gomory sau algoritmul Branch and Bound, iar pe calculatoare se pot utiliza
programele: Qsb, Lindo sau alte programe.

Observatie.

Cele doud observatii, inclusiv relatia (3.9), de la problema maximizarii profitului in
alocarea resurselor materiale raman valabile si pentru problema de programare liniard in numere
intregi din relatiile (3.23).

EXTENSIA 3.3.1.

Se va da o generalizare a modelului dat de relatiile (3.23), prin considerarea timpului

de prelucrare si a timpului disponibil ca apartin unor intervale, (3.24).

L e[aij,Bij],aijZO,BijZO, (3.24)

Ti e[yidi], 20,8620;i=1,2,...m;j=1,2,...,n.
In aceste ipoteze modelul matematic corespunzator este o problema de programare liniard in
numere intregi cu coeficienti mulfimi convexe (intervale inchise) (3.25).
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XJ[“‘I]!BI]] g[yl;8|]a i=1)2)"'!m;
j=1
X;>0,j=1,2...n (3.25)
XjeZ ,j=1,2,...,n;

f(Xl, Xo, o1, Xn) = Cj . Xj

j=1
Sup f(xll XZ! Ty Xn)
Problema data de relatiile (3.25), este echivalenta cu problema data de relatiile (3.26).

D Bij . Xj <8, i=1,2...,m

j=1

Yo Xjzyi, i=12,...,m;

j=1

Xj >0, j=12...,n (3. 26)

XjeZ , j=1,2,...,m

n

f(XLXZ,---,Xn): Z CJ'XJ

j=1
max (X1, X, ..., Xp)

Problema (3.26) este o problema de programare liniara in numere ntregi cu coeficienti numere
reale. Rezolvarea modelului (3.25) se reduce la rezolvarea modelului (3.26), ce se rezolva cu

algoritmul lui Gomory sau algoritmul Branch and Bound, respectiv pe calculator cu programele
QSB, LINDO, QM sau alte programe.

EXTENSIA 3.3.2.

Daca din studii de marketing se poate estima intervalul de incadrare a profitului unitar
¢ eldy, gl j=1,2,...,m (3.27)

atunci problema data de relatiile (3.23) se poate generaliza din nou, considerand relatia (3.28).

Xy, Xo, ..., Xp) = X;. [dj.ej], dj>0,¢j>0,j=1,2, .., n; (3.28)

j=1

Se obtine prin utilizarea relatiei (3.28) modelul matematic (3.29).

n

DX Lo, Bilcly;,8i],i=1,2...,m

=1
Xj20, j=1,2,...,nm (3.29)
XjeZ , j=12,...,m

f(Xl,Xz,---,Xn) Xj-[dj’ej]

n
j=1

sup f( X1, Xz, ..., Xp)
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Modelul (3.29) este o problema de programare liniara cu coeficienti mulfimi convexe
(intervale inchise) care se rezolva cu ajutorul celor doua modele, date de relatiile (3.30) si (3.31).

Bij-xj <8 ,i=12,...,m;
=1
Z ij | Xj > yi, 1=1,2,...,m;
j=1
X >0, j=1,2,...,n; (3.30)

j
XjeZ , j=1,2,...,m

fl(X]_,XZ, o -,Xn): z dj XJ
j=1

max f,( X1, Xo, ..., Xn)

Xi >0, j=1,2,...,n; (3.31)
XjeZ , j=1,2,...,m

M-

Il
—

fz(xl,XZ,...,Xn): Ej -Xj
]

max f2( Xy, Xz, ..., Xp).

Se vor nota cu Xoptl sicu Xoptz solutiile optime ale celor doua probleme de programare
liniara de mai sus, date de relatiile (3.30), respectiv (3.31).

X1 X{
X! X 2
x;pt = ? ) onpt ?
X! X?

Solutiile optime ale celor doua probleme de programare liniara date de relatiile (3.30) si (3.31) se
obtin cu algoritmul lui Gomory sau algoritmul Branch and Bound, respectiv cu calculatorul
utilizand programele QSB, LINDO sau alte programe.

Se noteaza:
f,( Xopt™ ) = max f,(X) =S,
f,( Xopt” ) = max f,(X) = S, (3.32)
Se obtine intervalul [S, , S, ] de incadrare a profitului maxim in (3.33).
max f(X) €[ S;1,S:] . (3.33)

Exemplul nr. 3.2

Se considera un atelier Tn care se prelucreaza trei piese / repere Py, P, si P3 pe trei masini
M; , Mz si M3 . Timpul unitar de prelucrare al fiecarei piese si timpul disponobil al fiecarei
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masini sunt intervale, date n tabelul nr. 3.4. Se cere sa se determine céate piese trebuie prelucrate
astfel incat profitul sa fie maxim.

Tabelul nr. 3.4.
Pj P1 P, Ps Timp masina
disponibil
M Ti [min]

M, [10.9 - 11.1] [8.9-9.1] [7.4—7.6] [9000 — 12000]

M, [6.9-7.1] [11.9-12.1] [9.2-9.4] [8000 — 9600]

M3 [5.9-6.1] [15.9 - 16.1] [8.6 —8.8] [8500 — 10500]

Profit unitar 150 250 230
ci [lei]

Modelul matematic este o problema de programare liniard cu coeficienti multimi
convexe (intervale Tnchise), este dat de relatiile (3.34).

X; .[10.9:11.1]+X, .[8.9;9.1]+Xs.[7.4;7.6] < [9000 ;12000 ]
X .[6.9:7.1]+X, .[11.9;12.1] + X;5.[9.2; 9.4] — [8000 ; 9600 ]

X; .[5.9:6.1]+X, .[15.9;16.1]+ X;.[8.6;8.8] < [8500 ;10500 ]
X >

|

XjeZ ,j=1,23;

0,j=123

(3.34)

f(X1,Xz,Xg):150.X1+250.X2+230.X3
max f( X1, Xo, X3)
Modelul dat de relatiile (3.34), se reduce la o problema de programare liniara in numere

intregi (3.35).

10.9 X1 + 8.9 Xz + 7.4 X3 > 9000
111 X1+ 9.1 X, + 7.6 X3 < 12000
6.9 X; +11.9 X, + 9.2 X5 > 8000
7.1 X1 +12.1 X5+ 9.4 X3 <9600
5.9 X1 +15.9 X, + 8.6 X3 > 8500
6.1 X1 +16.1 X, + 8.8 X3 < 10500

X;z20,j=123;

X;eZ ,j=1,23;
f( X1, Xo, X3) = 150X, + 250X, + 230X3
max f( Xy, Xy, X3)

(3.35)

Se rezolva cu programul Qsb problema (3.35), cu modulul Integer linear programming
in 621 iteratii si se ob{ine solutia optima:

X1 = 273 piese Py ;
X, = 0 piese Py ;

X3z = 815 piese P3
max (X1, Xz, X3) =228400 lei .
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Exemplul nr. 3.3.

Se reia exemplul nr. 3.2, considerand ca profitul unitar adus de fiecare piesa sunt intervale,

Se considera un atelier in care se prelucreaza trei piese / repere Py , P2 si P3 pe trei magini My ,

M3 si M3 . Timpii unitari de prelucrare, tipul disponobil al fiecarei masini si profitul unitar adus

de fiecare piesa sunt intervale, date Tn tabelul nr.3.5. Se cere sa se determine intervalul Tn care se

incadreaza profitul maxim in aceste conditii.

Tabelul
nr.3.5.
P P P, P3 Timp masina
disponibil
M Ti [min]
M, [10.9 - 11.1] [8.9-9.1] [7.4—7.6] [9000 — 12000]
M, [6.9 - 7.1] [11.9-12.1] [9.2-9.4] [8000 — 9600]
M3 [5.9-6.1] [15.9 - 16.1] [8.6 — 8.8] [8500 — 10500]
Profit unitar [150 - 200] [250 — 300] [230 — 280]
ci [lei]

Modelul matematic este o problema de programare liniard cu coeficienti multimi convexe
(intervale inchise), este dat de relatiile (3.36).

X; .[10.9:;11.1]+X, .[8.9;9.1]+ Xs.[7.4;7.6] < [9000 ;12000 ]

X; .[69:7.1]+X, .[11.9;12.1] + X5 .[9.2: 9.4] c [ 8000 ; 9600 ]

Xy .[59:;6.1]+X, .[15.9;16.1]+ Xs.[8.6; 8.8]
X. >0, j=123;

|

XieZ ,j=1,23;

f( X1, Xa, Xg) = X1 . [150; 200] + X, . [250; 300] + X3 . [230; 280]

SUpf(Xl,Xz,Xg)

< [8500 ; 10500 ]

(3.36)

Modelul din relatiile (3.36 ), se reduce la doua probleme de programare liniara Tn numere intregi,

(3.37) si (3.38).

10.9 X; + 8.9 X; + 7.4 X3 > 9000
111 X3+ 9.1 X, + 7.6 X3 < 12000
6.9 X1 +11.9 X; +9.2 X5 > 8000
7.1 X1+ 12.1X;+9.4 X3 <9600
5.9 X1 +15.9 X; +8.6 X3 > 8500
6.1 X;+16.1 X, + 8.8 X3 < 10500

X 20, (=123;

XjeZ ,j=1,23;
fo (X1, X, Xg) = 150X4 + 250X, + 230X3
maxX f]_( X]_ , X2 , X3)
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Se rezolva cu programul Qsb problema (3.37), cu modulul Integer linear programming in 621
iteratii si se obtine solutia optima:

X1 = 273 piese Py ;

Xz = 0 piese Py ;

X3 = 815 piese P3
max fl(Xl , Xo, X3) = 228400 lei .

10.9 X1 +8.9 Xz + 7.4 X3 > 9000

111 X1 +9.1 X, + 7.6 X3 < 12000

6.9 X1 +11.9 X, + 9.2 X3 > 8000

7.1 X;+12.1 X, +9.4 X3 <9600 (3.38)
5.9 X1 +15.9 X, + 8.6 X3 > 8500

6.1 X1 +16.1 X, + 8.8 X3 < 10500

X;z20,j=123;

XjeZ ,j=1,2,3;

fo (X1, Xz, X3) =200X; + 300X, + 280X3

max fao( X1, Xz, X3)
Se rezolva cu programul Qsb problema (3.38), cu modulul Integer linear programming in 405
iteratii si se obtine solutia optima:

X1 = 273 piese Py ;

Xz = 0 piese Py ;

X3 = 815 piese P3
max fz(Xl , Xo, X3) = 282800 lei .
Deci, s-a determinat intervalul de incadrare a profitului maxim:
max (X1, Xz, X3) e [228400; 282800] .

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C3

3.4. DUALITATEA IN PROGRAMAREA LINIARA
3.4.1. DEFINIREA PROBLEMEI DUALE

Se considera problema de programare liniara (3.54).
AX <b
X>0
f(X)=cX (3.54)
max f (X)

unde: A=(g;) ,i=1,2,...,mj=1,2,..,mn
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Problema duala asociata problemei de programare liniara (3.54) este
problema de programare liniara (3.55).

AY >

Y >0

g(Y)=b"Y (3.55)
min g(Y)

unde: A' - transpusa matricii A;

At

=(@;),j=12,..,ni=1,2,..,m

b', c'- vectorii transpusi ai vectorilor b, respectiv C;

Yl Cl
Y. c

:2 ' bt = (bl’ b2’ ’bm) ’ Ct - ;2
Y, C

Problema de programare liniara (3.54) se va numi problema primala, iar problema de
programare liniara (3.55) se va numi problemad duald. Se observd cd duala problemei de
programare liniara duala (3.55), deci duala dualei, este problema primala (3.54).

Reguli de obtinere a problemei duale

1.

2.

3.

Matricea coeficientilor sistemului de restrictii duale este transpusa matricei
coeficientilor sistemului de restrictii primale.

Coeficientii functiei obiectiv din problema primald devin termeni liberi in problema
duala.

Termenii liberi din problema primald devin coeficienti ai functiei obiectiv in
problema duala.

O problemd de maximizare in problema primala se transforma in minimizare in
problema duala, iar o problemd de minimizare se transformd in problema de
maximizare in duala.

Numarul m al restrictiilor problemei primale este egal cu numdrul variabilelor
problemei duale. Numarul n al variabilelor problemei primale este egal cu numarul
restrictiilor problemei duale.

Fiecarei restrictii a problemei primale 1 se asociaza o variabila in problema duala.
Variabilele asociate restrictiilor cu relatia > sunt nenegative (deci >0 ) daca
problema primala este de minim si nepozitive ( deci < 0) daca problema primala este
de maxim. Variabilele asociate restrictiilor cu relatia < sunt nepozitive (deci <0 )
dacd problema primald este de minim si nenegative (deci >0) daca problema primala

este de maxim. Variabilele asociate egalitdtilor sunt fara restrictii de semn.
min f

dagX;=h 5 Y20

j=1

n max f

da;.X;=h _» Y,<0 (3.56)
j=1
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min f

dagX;<b _—» Y <0
j=L

max f

dagX;<b 5 Y20
j=1

Zaij.Xj:bi — Y eR
it

7. Fiecarei variabile a problemei primale i se asociazd o restrictie in problema duala.
Fiecarei variabile nenegative din primala (deci > 0) Ti corespunde Tn problema duala
o restrictie cu relatia > , daca problema primala este de maxim §i respectiv o restrictie
cu relatia < daca problema primala este de minim. Fiecarei variabile nepozitive (deci
< 0 ) din problema primala ii corespunde in problema duala o restrictie cu relatia <
daca problema primala este de maxim s§i respectiv o restrictie cu relagia > daca
problema primala este de minim. Unei variabile oarecare, fara restrictie de semn, in
primald, 1i va corespunde in duala o restrictie cu egalitate.

max f

X;20 Z_l:aij.YiZCj
X;20 3 DaY<c
i=1

X;<0 5 D&Y <c (3.57)

X;eR 3 DaY =g
i=1

Exemplul 3.4. Se considera problema de programare liniara primala:

2. X1+ Xyp+Xz+ 5. X;<11
3. X1 +2. X+ Xz+ 2.X,<14
X120, X220 ,X320 , X420
f=5.X1+2.X,+3.X3+4. Xy
max f

Se cere sa se scrie duala sa si duala dualei.
Problema duala atasata:

2.Y1+3.Y,2>25
Yi+2.Y,>2
Y+ Y>3
5Y1+2.Y,>4
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Y1>20,Y>,>0
g=11.Y;+14.Y,
min g

Duala dualei:

2.1+ Zy+Z3+ 5.7,<11
3.21+2.2,+73+ 2.7Z,<14
Z1>0,272,>0,Z23>20 , Z4,>0
h=5.2,+2.72,+3.2Z3+4 .24
max h

Duala dualei coincide cu primala.
Exemplul 3.5. Se considera problema de programare liniara primala:

2. X1+ Xp+2.X32>10
Xi+2. X+ X3 >18
X1+ Xo+ X3 26
Xi+2. X,+3. X3 > 13

X120, X,20,X320

f:2.X1+3.X2+5.X3

min f

Se cere sa se scrie duala sa.
Problema duala atasata:

2.Y1+ Yo+ Y3+ Yu<2

Yi+2.Y,+Y3+2.Y,4<3
2.Y1+ Yo+Y3+3.Ys<5
Y120,Y,>20,Y32>20,Ys2>0
0=10.Y; +18.Y,+6.Y3+13.Y,
max g

3.4.2. RELATIA PRIMALA — DUALA iIN PROBLEMA MAXIMIZARII
PROFITULUIL INTERPRETAREA ECONOMICA A DUALITATII

Se considerd problema de programare liniard primald de maximizare a profitului din relatiile
(3.7), reluata 1n relatiile (3.60) si duala sa in relatiile (3.61).

PRIMALA

X >0,j=1,2,...,m (3.60)

f(Xe, X, oo, Xa) = D ¢ L X
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Y. >0, i=1,2,...,m (3.61)
9(Ys, Yo, ..., Ym) = D bLY,
i=1
ming(Yy, Yo, ..., Ym)
Daca se rezolva cele doud probleme de programare liniard, primala si duala, date de relatiile

(3.60) si (3.61), rezultand solutiile optime X'siY, prin aplicarea teoremelor de dualitate si a
consecintelor lor, putem avea informatii despre consumul resursei R; .

xl Yl
X*= X; | Y*: Yz*
X Y

Astfel, daca Yi* > 0, atunci resursa R; este utilizata in intregime, este epuizata, pentru varianta
solutiei optime, este verificata relatia (3.62).

zaij'x; :bi (362)
j=1

Daca Yi* = 0, atunci resursa R; nu este utilizata in intregime, mai ramane nefolosita
cantitatea data de relatia (3.63).

b - a,. X . (3.63)
j=1

Din punct de vedere economic, variabilele duale arata cu cat ar fi crescut valoarea optima
a functiei obiectiv, daca s-ar fi dispus de o unitate de resursa in plus. Variabilele duale mai sunt

numite: "preturi umbrda ", " preturi umbrd ale resurselor limitate " , " evaludri obiectiv
determinate " , " evaluari duale " .
Restrictiei de rang i din modelul liniar de maximizare a profitului (3.60), data de relatia (3.64) :

n

Y @i X <h (3.64)

j=1

1 se atageaza variabila duald Y; in problema duald (3.61), iar prin rezolvarea problemei duale
(3.61) valoarea lui Y; arata cu cat ar fi crescut profitul maxim f daca resursa R; ar fi fost mai
mare cu o unitate, deci egald cu b; + 1.

In cazul problemelor de programare liniard care contin restrictii neconcordante si
egalitatii , la interpretarea variabilelor duale (preturilor umbra), trebuie sa se tind seama de natura
economica a functiei obiectiv si de semnul variabilei duale.

Exemplul nr. 3.6.

Se va revedea un exemplu prezentat. Se considerd o problema de alocare a resurselor
materiale cu maximizarea profitului. Din m = 3 resurse se fabrica n = 3 produse, date in tabelul
nr.3.6 . Trebuie determinatd ce cantitate se va fabrica din fiecare produs, astfel incat profitul
obtinut sa fie maxim.
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Tabelul nr.3.6.

Pi| P1 P, P3 Resurse disponibile
Ri bi
R1 1 2 3 120
R, 2 2 1 80
Rs 1 2 1 70
Profitul unitar 60 80 100
Cj

Se vor rezolva problema primala si problema duald, urmand sa se interpretze rezultatele, deci
solutiile optime ce se obtin.
Modelul matematic reprezinta problema de programare liniara primala:

Xi+2.X;+3.X3 £120

2. X1+2. X+ X3 < 80

Xi+2. X+ X3 <70

)g >0 ,j: 1,2, 3;

f(Xl,Xz,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)

Se rezolva problema de programare liniara primala cu programul QSB, modulul linear
programming, si se obtine solutia optima: X; =24, X, =0, X3=32, max f = 4640

s Q5B (= [© ]

Welcome to Q8B (Quantitative Systems for Business)?t

Program . Program

24 — Linear programming

Fress the up or dowun key to locate the dezired option. Then press ENTER.

Problema de programare liniara duala:

Y +2.Y,+Y3 >60
2.Y1+2.Y,+2.Y;3 >80
3.Y1+Y,+Y; > 100

Y1,Y2,Y3 20
g=120.Y1+80.Y2+70.Y3
min g
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Solutia optima a problemei duale obtinuta cu programul QSB, modulul linear programming,

este: Y1=28, Y,=16 ,Y3=0 ,ming=4640 = max f

Se observa ca Yz = 0, deci resursa Rz nu se consuma decat partial in obtinerea solutiei optime a
primalei (profitul maxim), iar Y; =28 >0 si Y, =16 >0, adica resursele R; si R, se consuma
integral pentru obtinerea solutiei optime a primalei (profitul maxim).

Aceste informatii se verifica cu solutia optima a problemei primale in primala.

24+0+3.32=120

2.24+0+32=80

24+0+32=56<70

Se vor analiza cateva situatii.

Cazul 1.

Variabila duala Y; =28, deci daca am dispune din resursa R; Th cantitatea

bll =b; +1=120+ 1 =121, profitul maxim ar creste cu valoarea lui Y = 28 unitati monetare.
Se verifica acest lucru, considerand problema data de relajiile:

Xi+2.X,+3.X3 £121
2. X1+2. X+ X3 < 80
Xi1+2. X+ X3 <70

XjZO,j:1,2,3;
f(Xl,Xz,X3) =60.X;+80.X,+100. X;3
maXf(Xl,Xz,X3)

Rezolvand cu programul QSB, se obtine solutia optima:
X1=238, Xp=0;X3=32.4; max f=4668 =4640 + 28 =4640 + Y, .
Cazul 2.
Se va mari disponibilul inifial din prima resursd Ry cu 2 unitati,
by =b;+2=120+2=122

Xi+2.X,+3. X3 £122
2. X1+2. X+ X3 < 80
Xi1+2. X+ X3 £70

X;>0,j=1,23
f(Xl,Xz,X:g) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solufia optima:

X1=236, X;=0; X3=32.8; max f=4696 = 4640 + 2. 28 =4640 + 56 = 4640 + 2.Y; .

Cazul 3.

Daca se va mari disponibilul din resursa R, cu 0 unitate, b, =b, +1=280+1=81, iar celelalte
doua resurse raman neschimbate:

Xi1+2.X,+3. X3

2. X1+2. X+ X3 <
Xi+2. X+ X3 <70
X >0,j=123;
f(xl,XQ,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(X]_,Xz,X3)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:
X1=246, X;=0; X3=31.8; max f=4656 =4640+ 16 =4640 + Y, .
Cazul 4.

45



Daci se va mari disponibilul din resursa Rz cu o unitate, by = bs + 1 =70+ 1 =71, iar celelalte
doua resurse raman neschimbate:

Xi1+2.X,+3. X3 £120
2.X1+2. X+ X3 < 80
Xi+2. X+ X3 £71

X >0,j=123;
f(Xl,Xz,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(Xl,Xz,X3)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:

X1=24, X,=0; X3=32; max f=4640=4640+0=4640+ Y3 .

Cazul 5.

Daca se va mari disponibilul din resursele R; si R, cu o unitate, by =b; +1=120+1=121,
b, =b,+1=80+1=81, iar resursa R3 rimane neschimbati:

X1+2.X,+3. X3

2. X1+2. X+ X3 <
Xi+2. X+ X3 <70
X >0,j=123;
f(Xl,Xz,X3) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(X]_,Xz,X3)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:

X1=244, X;=0;X3=322; max f=4684=4640+28+16=4640+ Y, +Y, .
Se pot considera si alte scenarii, rezultand diverse variante de plan de fabricatie.
Cazul 6.

Daci se va micsora disponibilul din resursa Ry cu o unitate, b; = b; - 1 =120 -1 = 119,
iar disponibilul din resursele R; Rz ramane neschimbat, profitul maxim va scadea cu valoarea
lui Y1 = 28 unitati monetare. Se verifica acest lucru, considerand problema data de relatiile:

Xi+2.X,+3. X3 <119
2.X1+2. X+ Xz <80
Xi+2. X+ X3 <70

X;>0,j=1,23;
f(Xl,Xz,X:g) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:
X1=24.2, X,=0;X3=316;max f=4612=4640-28 =4640- Y,

Cazul 7.

Daca se va micsora disponibilul din resursele Ry , R, cu o unitate, by =b;-1=120-1=119,
b, =b,-1=80-1=79, iarresursa R; rimane neschimbata:

Xi+2.X,+3. X3 <119
2. X1+2. X+ X3 <79
Xi+2. X+ X3 <70

X;>0,j=123;
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f(Xl,Xz,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(Xl,Xz,X3)

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:
X1=23.6, X;=0;X3=318; max f=4596 =4640-28-16 =4640- Y1 -Y;

Cazul 8.

Daca se va micsora disponibilul din resursa Ry cu o unitate, b; = b; - 1 = 120 - 1 = 119,
disponibilul lui R, creste cu o unitate, b, = b, + 1 = 80 + 1 = 81, iar resursa R3 ramane
neschimbata:

Xi+2.X,+3.X3 <1
2. X1+2. X+ X3 < 81
Xi+2. X+ X3 <70
X;>0,j=1,23;
f(Xl,Xz,X3) =60.X;+80.X,+100. X3
maXf(X]_,Xz,X3)

19

Se rezolva cu programul QSB, se obtine solutia optima:
X1=24.0, X,=0;X3=314; max f=4628 =4640-28+16=4640- Y, +Y,

Se pot considera si alte scenarii, rezultdnd diverse variante de plan de fabricatie.

3.5. PROGRAMAREA LINIARA IN NUMERE INTREGI (DISCRETA)

Existd multe probleme practice care au ca model matematic o problema de programare liniara in
care toate variabilele sau numai o parte din ele trebuie sa fie numere intregi.

Forma canonicd a unei probleme de programare liniara in numere intregi este data de relatiile
(3.86).

n: (3.86)

sau in scriere matriciala echivalenta in relatiile (3.87).

A.X<hb

X>0 (3.87)
XjeZ,j=1,2,....,n,;

f(X)=c.X

max f(X)

unde: A=(a;),1=1,2,...,.m;j=1,2,...,m
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Daca numai o parte din variabilele unei probleme de programare liniara sunt intregi, se va
numi problema de programare liniara mixta, iar modelul matematic la forma canonica este dat
de relatiile (3.88).

dagX;<h ,i=1,2,...,m
j=1

Xj>20,j=12,....,n; (3.88)
XjeZ,jelc{l,2,....,n};

(X1, Xz, ... Xn) = D¢, X,
j=1
max f(Xy, Xo, ..., Xy)

Restrictiile problemei de programare liniara in numere intregi sau mixta pot avea relatiile de
ordine: =, >, <.
Problemele de programare liniara in numere intregi sau mixta pot fi probleme de maxim sau de
minim, la una din formele: generald, canonica sau standard.
Determinarea solutiei optime a problemei de programare liniard in numere intregi sau
mixta se poate face prin mai multe metode, printre care:
- algoritmul ciclic al lui Gomory;
- algoritmul ,,ramifica si margineste”, (“Branch and Bound™ ) care este folosit de obicei
n programele de pe calculator.
Cele doud metode rezolva problema in doua etape cu simplex primal sau dual:
- in prima etapa se rezolvd problema de programare liniard in numere intregi fara
conditia de integralitate a variabilelor;
- 1n etapa a doua se adaugd pe rand, in pasi distincti, cate o noud restrictie pentru
fiecare variabild de baza neintreagd péana se obtine solutia optima intreaga sau rezulta
ca problema nu are solutii Intregi.

Exemplul 3.7.

Sa se rezolve problema de programare liniard in numere intregi
2.X1+ Xo =Xz + Xy =4
4.X;—3.%X, + X5 =2
-3X1+ 2. X + X3 +Xg =3

X 20,j=1,2,..,6;
XieZ,j=1,2,..,6;
f=X1-3.X2+3.X3
max f

Se rezolva cu programul QSB.

Solutia optima neintreaga:

max f=z,=14,
X1=1/2,X,=0,X3=9/2,X4=15/2,X5=0, Xs=0.
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Solutia optima intreaga:
max f=z,=11,
)(1: 2,)(2::2 ,)ng 5,)(4::3,)(5::0 ,X% =0.

Welcome to QSB <{Quantitative Systems for Business)t

Code
Program Mo . Program

&5 —— Integer linear programming

Prezsz the up or down key to locate the dezired option. Then press EMTER.

Welcome to wvour Integer Linear Programming <ILP> Deciszion Support System?

Option Function

——— Enter new problem

resz the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.
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BN OSB

Enter Integrality and Bounds of Uariahles

= | B ) ]

La ultima intrebare se raspunde N.
Exemplul 3.8.

Sa se rezolve problema de programare liniard mixta :

%) .X1+X2+X3:7/4
X1+3/10 .X2+X4:3/2

Xi>0,i=1,2,3,4
X1, Xoe Z
f=%. X1+ X,

max f

Se va rezolva cu programul Qsb.
Se va rezolva problema de programare liniara fara restrictia de integralitate.

Solutia optima neintreaga: max f="7/4, X; =0, X, =7/4, X3=0, X4 = 39/40;
Solutia optima a problemei de programare liniard mixta este:

max f=5/4,X;=1,X,=1,X3=%,X,=1/5.
Ecrane Qsb pentru exemplul 3.8.
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Welcome to Q5B <{Quantitative Systems for Business>?

Code
Program Mo . Program

a? —— Integer linear programming

| = | B i)

Welcome to wvour Integer Linear Programming <ILP> Deciszion Support System?

Option Function

ade> ———— _Enter new prohlen

Enter the Coefficients of ILF Model Page




&N QB = | [ |

Enter Integrality and Bounds of Uariahles

Pentru problema de programare liniara mixta se raspunde N, apoi urmeaza ecranul urmator.
BN QSB ESREC X

Modify Integrality and Bounds for Uariahles PG 1
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& QSE ==

Welcome to your Integer Linear Programming CILP» Decizion Support System?

Option Function

=) ——— Soluve prohlem

& QSB EEIE)

Option Menu for Solving k

Option

——— Solve without displaying any iteration

rezs the up or down key to locate the dezired option. Then press ENTER.
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BN QSB (=] ] S|

Summary of Results for p Page =

+1 . 8008064 | +. 25008068 |3 A3 +. 25808008
+1 . 8000064 | +1 . ABEBEE0 |4 A4 +.19999999

key to continue.

Exemplul nr. 3.8a.

Se considera un atelier in care se prelucreaza trei piese / repere P , P, si P3 pe trei masini M ,
M. si M3 . Timpul unitar de prelucrare al fiecarei piese si timpul disponobil al fiecarei masini

sunt intervale, date in tabelul nr. 3.4. Se cere sa se determine cate piese trebuie prelucrate astfel
incat profitul sa fie maxim.

Tabelul nr. 3.4.a

P; P1 P, Ps Timp masina
disponibil
Mi Ti [min]
M, 11 9 7.5 10600
M, 7 12 9 9500
M; 13 15 8 11500
Profit unitar 150 250 230
cj [lei]

Modelul matematic este o problema de programare liniara in numere intregi (3.35a).
11 X; +9 X, + 7.5 X3 < 10600
7 X1+ 12 X, +9 X3 < 9500 (3.35a)

13 X; + 15X, + 8X3 < 11500
X; 20, j=123;

XjeZ ,j=1,2,3;
f( X1, Xz, X3) = 150X; + 250X, + 230X3
max f( X1, Xz, X3)
Se rezolva cu programul Qsb problema (3.35a), cu modulul Integer linear programming
si se obfine solutia optima:
X1 = 2piese Py ;
X, = 0piese Py ;
X3z = 1054 piese P3
max (X1, Xz, X3) =242720 lei .
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3. 6. PROGRAMAREA LINIARA PARAMETRICA

Se considerd problema de programare liniard (3.67) la forma standard, problema de
maximizare.
A.X=b
X>0 (3.67)
f(X)=c.X
max f(X)

unde:
A=(a;),1=1,2,...,.m;j=1,2,...,nm
rang (A)=m<n.

Xl bl
XZ bZ

X =1]:1],b = ,¢c = ( , ¢ , c,)
X b

Problema de programare liniara in care matricea A sau vectorii b, ¢ sunt functii de unul
sau mai multi parametri reali, reprezintd o problema de programare liniara parametricd. Se vor
prezenta modelele matematice pentru cazurile cand vectorii b si ¢ depind liniar de un parametru
real t. Disponibilul de resurse dat de vectorul b sau profitul (pretul) unitar dat de vectorul ¢ pot sa
varieze in timp dupa o functie liniara.

1. Parametrizarea vectorului b

Fie problema de programare liniara parametrica sub forma matriciald (3.68) obtinuta din (3.67)
prin nlocuirea vectorului b cu o functie liniara de parametrul real t sau dezvoltat in (3.69):

A . X=b(t)
X >0 (3.68)
fX)=c.X
max f(X)
unde: b(t) =b°+ t.b'
by by
b, b,
b=| . |, b'=|.
g i
b + t b
0 1
(1) = b t. bl |
b + t b
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t el c R, lesteuninterval ,
sau daca se dezvolta rezulta (3.69)

dagX;=h + t b, i=12..m
j=1

X, 20 =12,

f:Zn:cj.Xj
j=1

max f

n (3.69)

t el < R, leste uninterval ,

Exemplul nr. 3.26. —

Fie problema de programare liniara parametrica:

X+ 2. X+ X3 <100+3.t
4. X+ Xo+ 2. X3 <70t
3. X+ Xz <20+5.t
X, >0 ,j=1,23;
teR
f=2. X1+ X;+5. X3
max f

X1+ 2. X+ Xa+ X4

=100 +3.t
4. X1+ Xo+ 2. X3+ Xs =70t
3. Xo+ Xz + Xe =20+5.t
X, 20 ,j=1,23;
teR
f=2. X1+ Xo+5. X5
max f

Cazul 1.

Pentru t = 0 se obtine problema de programare liniara:

X1+ 2. X+ Xs+ X4 =100
4. X, + Xo+ 2. X3+ Xs =70
3. Xo+ X3+ Xe =20
X,;>0 ,j=1,2,3;
teR
f=2. X3+ Xp+5.X%5
max f
X1:X2:X3:0,

rezulta valorile variabilelor de baza
X4=100, X5=70, Xs=20,
Se utilizeaza simplex primal in tabelul nr.3.46.
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Tabelul nr. 3.46.

Co | o S | 2 | 1 5 0 0 0
J VB Po P: P> Ps 4 P4 Ps Pe
0 X 100 1 2 1 1 0 0
0 Xs 70 4 1 2 0 1 0
0 «— Xg 20 0 3 1 0 0 1

20=0 Cj - Zj 2 1 5) 0 0 0
0 X 80 14 -1 0 1 0 -1
0 «— Xs 30 4 -5 0 0 1 -2
5 X3 20 0 1 0 0 1
=100 | ¢-z | 2 | 14 | 0 0 0 | 5
0 Xa 145/2 0 1/4 0 1 - Y4 -1
2 X1 15/2 1 -5/4 0 0 Ya -1
5 X3 20 0 3 1 0 0 1
22=115 | ¢-z | 0 | 232 | 0 0 | % | 4

Max f=29=115, X;=15/2,X;=0,X3=20,X4=145/2, X5=0, Xs=0.

Cazul 2.
Pentru t # 0, variabilele de baza din ultimul tabel simplex din tabelul nr. 3.46 se calculeaza si se
pune conditia sa fie nenegative, deci sa ramana variabile de baza:

290 + 3t
1 -1/4 -1/2)(100+3t 4
XB)=Bt.b®)=|0 1/4 -1/2| 70-t |= 30-11t | 4
0 o 1 Jl2045t) | 205

Pentru ca X®(t) sa fie solutie optima, se rezolva sistemul de inecuatji:

290+3.t >0
30-11.t>0
20+5.t20
rezultd t € [-4,30/11], in acest caz solutia optima este:
290 + 3t 145 N 3t
4 2 4
XB(t) = 30-11t| _ |15 11t
4 2 4
20+5t 20+51

Max f=2z,=115+ 39 . 1/2,

X1=15/2-111/4 , X, =0, X3=20+5.t, X4 =145/2 +3.1/4 , X5 =0, X =0.

Cazul 3.

Pentru t>30/11, solutia XB(t) nu mai este optima deoarece

X1 =15/2 - 11.t/4 <0, se va aplica simplex dual ultimului tabel simplex in tabelul nr.3.46 de la
cazul 1 in care se inlocuieste Py cu XB(t) .
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Tabelul nr. 3.47.

Ca C > 2 ] 1 | 5] 0 ] 0] 0
J VB Po P P2 P3 P4 Ps | P
0 Xa 145/2 + 3.t/4 0 1/4 0 1 -V -1
2 «— X1 15/2 - 11 . t/4 1 -5/4 0 0 Ya -Y%
5 X3 20+5.t 0 3 1 0 0 1

Zo= 115 +39 12 G -2, 0 | 232 ] 0 | 0 | -% | 4
0 Xa 65 + 7.t/2 -1 3/2 0 1 -1 0
0 Xe -15+11.1/2 -2 5/2 0 0 - 1
5 X3 35- t/2 2 %) 1 0 %) 0
20=175-5.1/2 Cj - Zj -8 -3/2 0 0 -5/2 0

Noua solutie obtinuta este optimé daca: X°(t) > 0, deci :

X4=65+71/22>0
Xe=15+11.t/2 >0

X3=35-12 >0

Rezulta t € [30/11, 70],

Max f=175-5.t/2,

X1=0,X;=0,X3=35- 12, X4=65+7.t/2,X5=0,Xs,=65+7.t/2

Cazul 4.

Daca t<-4 , in primul tabel simplex din tabelul nr. 3.47 de la cazul 3,
X3=20+5.1<0, z3320,j=1,2, ..., 6, problema nu are solutie.

Cazul 5.

Pentru t> 70, Tn ultimul tabel simplex din tabelul nr. 3.47 de lacazul 3, X3=35- t#/2<0,
z3320,j=1,2,...,6,
problema nu are solutie.

2. Parametrizarea vectorului c

Fie problema de programare liniara parametrica sub forma matriciald (3.70) obtinuta din (3.67)

prin nlocuirea vectorului ¢ cu o functie liniard de parametrul real t sau dezvoltat in (3.71):

A.X=Db

X>0

f(X) =c(t) . X

max f(X)

t el =« R, leste uninterval
unde: c(t) =c®+ t.c!

CS:(Cil,Ciz,...,Cin)
C :(Cl,cz,...,Cn)
ct)= (% +t.chy, %+t.cly, ..., clh+t.chy)

sau daca se dezvolta rezulta (3.71)
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X

>

o
—
I
[a—
N
=

(3.71)
f=>(c" +tc)).X;

=1

max f
t el < R, | este un interval

Rezolvarea problemelor de programare parametrica se face pentru t = 0 cu algoritmul simplex

primal sau dual sau cu un program pe calculator, apoi se rezolva si discutd dupa valorile
parametrului t.

Exemplul nr. 3.27. —

Fie problema de programare liniara parametrica: cu vectorul ¢ functie liniara de parametrul real t

2. X1+ Xo+ 2. X3 24
2. X1+ 2. X+ X3 =22
X+ X3 23

X, 20 ,j=1,23;

f=(@4+1t) X;+(3+1t). X, +(6+3.1). X3
teR

min f

Se inmultesc restrictiile cu -1 si se adaugd variabilele ecart, rezultind problema la forma
standard:

-2.Xq- Xo-2.X3+Xs =-4
-2.X1-2.X,- X3+ X5 =-2

-Xq- X3+ Xg =-3
X, 20 ,j=1,2,...,6

f=(@4+1t) X +(3+1). X, +(6+3.1). X3
teR

min f = - max(- f)

Cazul 1.

Pentru t = 0 se obtine problema de programare liniara:

-2.Xq- Xo-2.X3+Xs =-4
-2.X1-2.X,- Xz+ X5 =-2

-Xl- X3+X6=-3
X;>0 ,j=1,2,...,6
f=4 X1+3.X,+6.X3
minf=-max(-f)=-max (-4 .X;-3.X2-6.X3)

Xi=Xo=X3=0,rezultda X4 =-4, Xs=-2 ,Xe=-3
Solutie dual posibild, se va utiliza algoritmul simplex dual in tabelul nr.3.48.
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Tabelul nr.3.48.

Cs Cj - -4 -3 -6 0 0 0
d VB Po P, P> P3 P4 Ps Ps
0 «— X4 -4 -2 -1 -2 1 0 0
0 Xs -2 -2 -2 -1 0 1 0
0 Xe -3 -1 0 -1 0 0 1

20=0 Cj - Zj -4 -3 -6 0 0 0
-4 X1 2 1 % 1 V) 0 0
0 Xs 2 0 -1 1 -1 1 0
5 «— Xg -1 0 % 0 - 0 1
Zp=-8 Cj - Zj 0 -1 -2 -2 0 0
-4 X1 3 1 0 1 0 0 -1
0 Xs 4 0 -2 1 0 1 -2
0 Xq 2 0 -1 0 1 0 -2
Zo=-12 Cj - Zj 0 -3 -2 0 0 -4

Pentrut=0, minf=-max(-f)=-(-12) =12,
X1:3,X2:0,X3:O,X4:2,X5:4,X5:0.

Cazul 2.
Daca t # 0 , pentru baza optima din ultimul tabel simplex din tabelul nr.3.48 se face un nou
tabel simplex, tabelul nr.3.49, cu functia f depinzand de t .

Tabelul nr.3.49.

Cs Cj — -4-t -3-t | -6-3t 0 0 0

d VB Po P4 P> Ps P4 Ps Pe
-4-t | « Xy 3 1 0 1 0 0 -1

0 Xs 4 0 -2 1 0 1 -2

0 Xa 2 0 -1 0 1 0 -2
20=-123 |c-z] 0 | -3-t|-22t] 0 | 0 | 4t
-6 -3t X3 3 1 0 1 0 0 -1

0 X5 1 -1 -2 0 0 1 -1

0 Xa 2 0 -1 0 1 0 -2
20=-18-9t |c-27| 2+2t | -3-t | 0 0 0 | -6-3t

Se pune conditia ca solutia din tabelul simplex din tabelul nr.3.49 sa fie optima :
cit)-z(t)<0,j=1,2,...,6,

-3-t<0
-2-2t<0
-4-1 <0

Rezulta t e [-1, «©)
Solutia optima este: X3 =3,X2=0,X3=0,X;=2,X5=4,Xs=0
minf=-max(-f)=-zo =-(-12-3t) =12+ 3t .

Cazul 3.

Dacat<-1

se aplica primului tabel simplex de la cazul 2, tabelul nr. 3.49, algoritmul simplex primal
deoarece c3—z3=-2-2t>0.

Se pune conditia ca solutia din al doilea tabel simplex din tabelul nr. 3.49 sa fie optima :
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ciit)-z(t) <0 ,j=1,2,...,6,
2+2t<0
-3-t<0
-6-3t<0,

rezulta t € [-2, -1]

Se obtine solutia optima:
X1:O,X2:0,X3:3,X4:2,X5:1,X6:0,
minf=-max(-f)=-zp=-(-18-9t) = 18 + 9t.

Cazul 4.

Dacat<-2

Ce—2=-6-3t>0,iarzg<0,(V)ielg,

din al doilea tabel simplex din tabelul nr. 3.49 , deci problema nu are solutie optima.

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII - C4
5. PROGRAMAREA LINIARA MULTIOBIECTIV

5.1. Concepte de baza

Modelul matematic al problemei de programare liniard multiobiectiv, numitd si
problema de decizie multiobiectiv, este dat de o mulfime de restrictii (inegalitati, egalitati) pentru
n variabile X;, X,, . . ., X, care reprezinta, in general, cantitatile care se vor fabrica din n produse
intr-un sistem de productie (atelier, sectie, intreprindere) in care m resurse (materii prime,
energie, utilaje, resurse umane) sunt limitate la b; , i = 1, 2, ..., m, consumul specific este a;; , 0
functie vectoriala f(X) ale carei componente trebuie maximizate sau minimizate.

Modelul matematic al problemei de programare liniarda multiobiectiv este dat de relatiile (5.1).
Deciziile din procesele de decizie multicriteriale cu un numar infinit de solutii posibile (variante)
se numesc decizii multiobiectiv.

Z ajj _Xj <b,i=12...,m
j=1

X, 2 0,j=1,2...,n (5.1)

fk(X11X21---1Xn): z ij.xj ,k:1,2,...,p;
=1

optimum fi( Xy, Xz, ..., Xp) k=1,2,....p;

unde:
ajj - este consumul din resursa R; disponibila in cantitatea b; , bj > 0, care intra in

unitatea de produs Pj,a; 2 0,i=1,2,... m;j=1,2, ..., n;

optimum e{max, min}, deci, o parte din componentele lui f(X) se maximizeaza, iar alta
parte se minimizeaza. Restrictiile pot cuprinde relatiile < , > sau =, care se pot aduce toate la
utilizarea relatiei < .
Tn general o solutie optima pentru problema de programare liniard cu o singura functie obiectiv
din cele p functii ale modelului (5.1) nu este optimd si pentru celelalte functii obiectiv ale
functiei vectoriale f(X) , ea poate fi foarte nefavorabila.

61



f,(X)

foo 2| 00

f,(X)
p
Modelul (5.1) se mai poate scrie matriceal prin relatiile (5.2):

A.X <b

X >0 (5.2)
f(X)=C.X
optimum f(X)

unde:
A=(aj), 1=1,2,...m;;j=12,..,n;
C=(cq), k=1,2,...,p3;j=1,2, ...,

X, b, f,(X)

X b f,(X
X=|""? b=| 2| , f(X)= :(X) :

X, b, f,(X)

optimum e{max, min};
f (X)=Dcg.X; k=12 ..,p.
j=1

Rezolvarea problemei de programare liniard multiobiectiv se poate face prin algoritmii:
STEP, POP, prin maximizarea utilitatii globale, teoria jocurilor, metoda lexicografica etc.
Deoarece
min fi(X) = - max (- f(X)),

se poate presupune, fard a reduce din generalitatea problemei, cd toate componentele functiei

vectoriale f(X) se maximizeaza.
n

aj . X; < b, i=12...,m

j=1

X; 2 0,j=1,2,...,n (5.3)

fk(X11X21---1Xn): z ijxj ,k=l,2,...,p;
j=1

maka(XLXZ,---,Xn) ,k:1,2,...,p;

Componentele functiei vectoriale f(X) pot avea ca si semnificatii economice concrete:
profitul, care se va maximiza,;
cifra de afaceri, care se va maximiza;
costurile de productie, care se vor minimiza;
timpul de nefolosire a utilajelor, care se va minimiza;
productivitatea muncii, care se va maximiza;
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o fondurile circulante, care trebuie minimizate.
Evident , fiecare fx(X), componenta a lui f(X), poate avea si alte semnificatii concrete.

Tn general, o solutie optima pentru problema de programare liniara cu o singura functie
obiectiv f,(X) din cele p ale lui f(X) , nu este optima si pentru celelalte ( p - 1) functii obiectiv,
componente ale functiei vectoriale f(X), ele pot sa fie conflictuale si foarte nefavorabile.

Spatiul vectorial R” nu este total ordonat, deci este dificil de gasit un punct din domeniul
solutiilor posibile care sa optimizeze simultan ansamblul celor p functii obiectiv. Pentru
modelele multiobiectiv date de relatiile (5.1 ) si (5.2) nu exista, in general, o solutie optima care
sa optimizeze simultan toate cele p functii obiectiv. Notiunea de solutie optima se inlocuieste in
acest caz cu notiunea de “cea mai buna” din punctul de vedere al ansamblului functiilor obiectiv
componente ale lui f(X). Notiunea de “cea mai buna solutie” este ambigua, dar exista diverse
notiuni echivalente, cum ar fi: solutie Pareto-optimala, solutie nondominata, solutie eficienta,
care reprezinta de fapt o solutie posibila care realizeaza cel mai bun compromis in rezolvarea
modelelor date de relatiile (5.1) si (5.2).

O solutie nondominata a modelului (5.1) sau (5.2) este o solutie posibild pentru care nu
exista nici o alta solutie posibila care sa imbunatateasca o functie obiectiv componenta a functiei
vectoriale obiectiv f(X), fara sa deterioreze cel putin o altd functie obiectiv componenta.

Se noteazd cu S multimea solutiilor posibile ale problemei multiobiectiv data de relatiile
(5.2), deci:

S,={X| XeR"A.X<b,X2>0} (5.4)

Solutia nondominata X* este 0 solutie posibila, X* e Sp» dacd nu exista nici o alta

solutie posibila X € SIO , in asa fel ca:

f(X*) < f(X)

pentru orice k = 1, 2, . . . p, stiind ca pentru cel putin un indice k este adevarata inegalitatea
stricta:
filX) < £i(X)

Se noteaza cu S, mulfimea solutiilor nondominate, S, Sp.

Teorema 5.1.
O solutie optima a modelului liniar cu o functie obiectiv (5.5) este solutie nondominata a
modelului multiobiectiv (5.1), respectiv (5.2).

Z aijj _Xj < bi’ i=1,2,...,m;
-1

X; > 0,j=12...,n (5.5)
fk(Xl,Xz,...,Xn): Ck-_X
i=

max f( X1, Xz, ..., Xp)

=
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Teorema 5. 2.

Mulgimea solutiilor nondominate ale modelului liniar multiobiectiv dat de relatiile (5.2)
este 0 multime convexa.

O solutie preferata este o solugie nondominata, aleasa de catre decident pe baza unor
informatii aditionale.
Se noteaza cu S, multimea solutiilor preferate, existand incluziunea:

Spr c S, c Sp.

Pentru a se determina solutia preferatd din multimea solutiilor nondominate S sunt necesare
informatii suplimentare din partea decidentului in ceea ce priveste preferintele sale.

5.2. Metode multiobiectiv

Solutiile nondominate se pot afla prin diverse metode, din care vom prezenta metoda
ponderilor si metoda ¢ - restrictiva.

1)_Metoda ponderilor (parametricd) consta in construirea unui model liniar cu o singura
functie obiectiv dat de relatiile (5.6), din modelele multiobiectiv (5.1), respectiv (5.2), cu
ajutorul unor ponderi w, :

A.X <b

X > 0
P p n

F(X) =D w.f (X) =D w,. > c,.X, (5.6)
k=1 k=1 j=1

max F(X)

wg > 0,k=1,2,...,p;

Prin variatia parametricd a ponderilor se obfine mulfimea solutiilor nondominate ale
modelului liniar multiobiectiv dat de relatiile (5.1), respectiv (5.2).
Ponderile wg , k =1, 2, . . ., p nu reflectd importanta relativd a obiectivelor , dar pot fi
interpretate si ca valoarea relativa a obiectivului f,(X) si in acest caz solutia problemei date de
relatiile (5.5) prin algoritmul simplex primal sau simplex dual (dacd variabilele sunt intregi,
algoritmul lui Gomory), respectiv prin utilizarea programelor QSB, DSSPOM, LINDO sau
altele, este echivalenta cu solutia preferata.

2)_Metoda ¢ - restrictiva

Se transforma problema multiobiectiv (5.1) intr-o problema de programare liniara cu un

singur obiectiv si pentru toate functiile obiectiv se specifica limite  minime :

A.X <b

fikX) > e  ,k=1,2,.,1-1,1+1,..p;
X >0 (5.7)
max fi( X)

Functia f,(X) se alege arbitrar.
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I. Se va prezenta o metodd de determinare a solutiilor nondominate fara informatie
suplimentara, metoda criteriului global.
Metoda criteriului_global transforma modelul multiobiectiv (5.2) intr-un model cu o
functie obiectiv sinteza, definita cu ajutorul celor p functii obiectiv initiale.
Sunt posibile doua variante :

1.1. Se construieste o functie obiectiv sinteza
F(X) = min { f,(X), £,(X), ..., fp(X) }

si se rezolva problema de programare liniara cu o functie obiectiv (5.8) cu algoritmul simplex
primal sau simplex dual ( algoritmul lui Gomory, daca variabilele sunt intregi), respectiv
prin utilizarea programelor QSB, DSSPOM, LINDO sau altele;

A.X <D
X >0 (5.8)
max F( X)

I. 2. Se rezolva p probleme de programare liniard cu o functie obiectiv date de (5.9), utilizand
metoda simplex, respectiv prin utilizarea programelor QSB, DSSPOM, LINDO sau altele.

D & X, <b,i=12...,m
j=1
X, > 0,j=1,2...,n (5.9)

fl( X, Xz, ., X0 )= D) ¢ X

j=1

max fi( X1, Xz, ..., Xn)

unde: k=1,2,...,p;
apoi se construieste functia obiectiv sinteza F(X):

unde Xk* este solutia optima cu fk(Xk*) valoare optima a lui f, (X), iar F(X) reprezinta
deviatia obiectivelor fi(X) de la valoarea lor optima si trebuie minimizata in problema (5.10).

Z ajj _Xj <b,i=12...,m
j=1

X, 2 0,j=1,2...,n (5.10)

min F(X)

II. Dintre metodele cu informatie preferentiala data apriori se va prezenta metoda
maximizarii utilititii globale pentru determinarea solutiilor preferate.

Se considera problema de programare liniara multiobiectiv (5.11).

>
>
A
o
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X >0 (5.11)
f(X)=C.X
optimum f(X)

unde: A=(aj),C=(cx),.k=21,2,...,p;j=1,2, ...,

X by f,(X)
X, ) f,(X) . .

X = , b= , T(X)= , optimum e{max, min},
X, b, f, (X)

f(X)=Dce.X; ,k=1,2,..,p.
j=1

Metoda consta in inlocuirea functiilor obiectiv cu semnificatiec economica concreta,
cu functii utilitate in sensul von Neumann-Morgestern, care pot fi insumate daca obiectivele sunt
independente, obtinandu-se prin insumare o functie sinteza.

Algoritmul.
Etapa 1.

Pentru fiecare functie obiectiv f,(X) se determind solufia optimd a problemei de
programare liniard (5.12) cu o functie obiectiv.

A.X <b

X > 0,j=1,2,....m (5.12)
fil( X1, Xz, ..., Xn) = Z Cy . X

max fiu( X1, Xz, . . ., an):l

k=1,2,..p.

Se obtine valoarea optima X" care maximizeaza pe f,(X), dacad se cere in problema
datd de relafiile (5.11) maximizarea sa (sau care minimizeaza pe f(X) daca in (5.11) se cere
min f (X)), k=1, 2,..., p, aplicand algoritmul simplex primal sau simplex dual (sau Gomory ,
pentru numere intregi) respectiv prin utilizarea programelor QSB, DSSPOM, LINDO sau
altele.

Deci , se rezolva p probleme de programare liniara cu algoritmul simplex primal sau dual
(sau Gomory), respectiv prin utilizarea programelor QSB, DSSPOM, LINDO, QM sau altele.
Apoi, pentru fiecare functie obiectiv f(X) se determina valoarea pesima (cea mai pufin
favorabild, opusa valorii optime) X care minimizeaza pe fi(X) daca in (5.11) £ (X) trebuia
maximizatd (respectiv care maximizeaza pe f,(X), daca in (5.11) f(X) trebuia minimizatd), deci

inca p probleme de programare liniard cu cate o functie obiectiv.
De exemplu, daca in (5.11) se cere max f;(X), atunci problema optima este (5.13)

A.X <b

X, 2 0,j=1,2,...,n; (5.13)

max f,(X)

si problema pesima este (5.14).
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X
X > 0,j=1,2,...,m; (5.14)

min f,(X)
Daca se cere in (5.11) min f,(X), atunci problema optima este (5.15)

X
X > 0,j=1,2,...,n (5.15)
min f,(X)

si problema sa pesima este (5.16).
A.X <b

X, 2 0,j=1,2,...,m (5.16)

max f,(X)
Fie: O, = Optimum f,(X) = f, (X )
P, = Pesim £, (X) = f(X™), k=1,2,...,p;
Optimum { Max, Min} , Pesim {Min, Max} , Pesim = Non Optimum.

Etapa 2.
Pentru multimea tuturor valorilor optime sau pesime determinate se estimeaza utilitatile
acestor valori (de catre decident):

e valoarea optima Oy are utilitatea Uy , k=1,2,...,p;

o valoarea pesima Py are utilitatea Up , k=1, 2, ..., p.

Cu cat o situatie este mai convenabila, cu atat utilitatea sa este mai mare, iar

Uk > Up+k
, deoarece valorile optime Oy sunt preferate valorilor pesime (non optime) Py, k=1, 2, ..., p.
Etapa 3.
Se transforma functiile obiectiv f,(X), f,(X), . . ., £,(X) in functii utilitate F,(X), F,(X), . . .,
F.(X) y )
FX)=a, f(X)+b,, X=X" si X=X ",

se rezolva p sisteme liniare de doua necunoscute :

o, . O+ B =Uy
o . P t+B=U
se obtin oy si B, . Atunci,

p+|(,k:1,2,...,p;

F(X) = o . fi(X)+ B =0y Cyi

i XitBe, k=1,2,...,p;

n
j=1

Etapa 4.
Se construieste functia obiectiv sinteza:

FOO =3 R 00 =Y (@3 05X, + )
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si se rezolva cu algoritmul simplex primal, dual sau utilizdnd programele QSB, DSSPOM ,
LINDO, QM sau altele, problema de programare liniara (5.17) cu o functie obiectiv F(X).

A.X <b
X> 0 (5.17)
max F (X)

si se obtine solutia optima de maxima utilitate X™ .
I11.  Metodele cu informatii preferentiale date progresiv (interactive)

Sunt caracterizate de trei etape de baza:

e determinarea multimii solutiilor nondominate;

o aprecierea decidentului asupra uneia din solutiile nondominate obtinute;

o folosirea aprecierii decidentului pentru formularea unei noi multimi de parametri,

elaborand o noua problema pentru a fi rezolvata.

Cele trei etape de mai sus se repeta pana cand decidentul este satisfacut cu solutia obtinuta si
nu mai este posibila o imbunatatire a sa.

Aceasta familie de metode cuprinde metodele: STEP, POP, Steuer, SWT etc.

Abordarea mixta a metodelor multiobiectiv cu metodele multiatribut

Modelele de decizie multiobiectiv pot fi abordate mixt, adica prin combinarea metodelor
multiobiectiv cu metodele multiatribut.
Astfel, metoda mixta cuprinde etapele:

1. etapa multiobiectiv:
se determind solutiile nondominate xt, X2, . X pentru problema multiobiectiv (5.1),
rezolvand p probleme de programe liniard monoobiectiv obtinute din (5.1);
2. etapa multiatribut:
alegerea intre solutiile nondominate: x? , X? , ..., XP a solutiei care constituie cel mai bun
compromis Tntre criterii; se considerd ca X*, X?, ..., X" sunt p variante, iar f, , f , ..., f, sunt
p criterii si se calculeaza matricea B.

B=(fc(X")),i,k=1,2,..p,

Se normalizeaza matricea B, apoi se utilizeaza un algoritm multiatribut; se poate
considera alaturi de cele p solutii nondominate si o noua solutie XP** (sau mai multe) care
este combinatie convexa a celor p solutii;

3. etapa multiobiectiv: determinarea solufiei X* care satisface ansamblul celor p functii

obiectiv, utilizand ierarhia solutiilor nondominate de la punctul 2.

Exemplul 5.1.

Se reia multicriterial, cu doua functii obiectiv, exemplul nr. 3.6. Se va rezolva cu metoda
€ - restrictiva.

X1+2.X,+3. X3 <120

2. X1+2. X+ X3 < 80

Xi+2. X+ X3 <70
X;>0,j=1,23;
fl(Xl,Xz,Xg):60.X1+80.X2+100.X3
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fo( X1, X2, X3) =Xz
max f1( Xl,XZ,Xs)
max f( X1, X2, X3)

Se rezolva cu programul Qsb doud probleme de programare liniara: prima cu functia obiectiv f;
, 1ar a doua cu functia obiectiv f; .

X1+2.X,+3. X3 <120

2.X1+2. X+ X3 < 80

Xi+2.X,+ X3 <70
X;>0,j=123;

fl(Xl,Xz,Xg) =60.X;+80.X,+100. X3
maXfl(Xl,Xz,X;;)

Se obtine solutia optima: X; =24, X, =0, X3=32, max f; = 4640,
se calculeaza f,(24, 0, 32) = 0.

Welcome to Q8B (Quantitative Systems for Business)?t

24 — Linear programming

Fress the up or dowun key to locate the dezired option. Then press ENTER.
2.

Xi+2.X,+3.X3 €120
2. X1+2. X+ X3 < 80
Xi+2. X+ X3 <70
XjZO,j:l,2,3;

fo( X1, X2, X3) =X
mang(Xl,Xz,Xg)

Se obtine solutia optima: X; =0, X;= 35, X3= 0, max f, =35, se calculeaza
f1(0, 35, 0) =80 . 35 = 2800.

3.
Sealege €, =0.9. max fi(X;, Xz, X3) =0.9.4640 = 4176

Xi1+2.X;+3.X3 <120
2.X1+2. X+ Xz < 80
Xi+2. X+ X3 <70
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60.X;+80.X,+100. X3 > 4176
X;>0,j=123;

fo( X1, X2, X3) =X,
masz(Xl,Xz,Xs)

Se obtine solutia optima: X; =0, X, = 23.53, X3 = 22.93, max f, =23.53, se calculeaza
f1(0, 23.53, 22.93) = 4175.4

4,
Sealege € =0.9.max (X1, Xz, X3)=0.9.35=315

X1+2.X,+3. X3 <120
2.X1+2. X+ X3 < 80
Xi+2. X+ X3 <70

X2 282=31.5
XjZO,j:l,Z,S;
fl(xl,XZ,Xg):60.X1+80.X2+100.X3
maXfl(Xl,Xz,Xg)

Se obtine solutia optima: X; =0, X, = 31.5, X3= 7, max f; = 3220
se calculeaza f,(0, 31.5, 7) = 31.5
Se poate continua cu alte valori pentru ¢, din vecinatatea lui max fi( X; , X, , X3 ) , respectiv
pentru g, din vecinatatea lui max f,( X1, Xz, X3 ). Se va alege varianta dorita de decident.

6. Programarea liniara stochastica

Se va prezenta o extensie a modelelor deterministe, considerand modele stochastice in
alocarea resurselor. O critica adusa modelarii deterministe este aceea ca anumiti coeficienti
(parametri, variabile) trebuie priviti ca variabile aleatoare. Modelele matematice deterministe nu
aproximeaza intotdeauna suficient de bine realitatea obiectiva si nici activitatile de management
care au un caracter dinamic. In relatiile de la modelele precedente se vor considera mai multi
vectori b si ¢ cu probabilitati corespunzatoare si analog mai multe consumuri specifice date de
matrici A cu anumite probabilitati. Deci, se va considera ca A, b, ¢ sunt matrici aleatoare si se
Vor nota: A(w), b(w), c(w), iar elementele lor sunt variabile aleatoare definite pe campul
de probabilitate {W , K, P }, obtindndu-se modelul dat de relatiile (6.1).

A(w) X < b(w)
X >0 (6.1)
f(X)=c(w) X ,weW

max f( X))
unde

si aceasta este o problema de programare liniara stochastica.
Se pune problema gasirii functiei de repartitie a valorii optime a lui f( X).
Vom avea:

70



f(w)=f(A(W), b(w), c(w)). (6.2)

Functia f (X) reprezinta profitul si se doreste sa se stie probabilitatea cu care profitul f(X)
ia 0 anumita valoare. Se considera repartitiile variabilelor aleatoare discrete independente A, b, ¢

AA LAY
A= (6.3)
P P - plq
q
2 pw=1, py<cl0.1]
k=1
unde:
A= (ai),
a;j - este consumul specific din resursa R realizabil cu probabilitatea 1k, K
=12,...,q;i=12,...,m j=1,2,...,n.
by
1 2 r k
b:[ br bt b ] , b = b L k=12,..r; (6.4)
le p22 p2r
bk
Y px=1,pxel0,1]
k=1

si bik reprezinta disponibilul din resursa R; care este posibil cu probabilitatea poy ,
i=1,2,...,.mk=1,2,...,r.

¢ ¢ .. c

c= , 6.5)
pSl p32 p35

K=, e .. ) k=125

S
Z p3k:1, P3k G[O,l]
k=1
Cjk - reprezinta profitul unitar al produsului P; posibil cu probalitatea psx ,

j=1,2,...,n;k=1,2,...,s.
Evident ca avem conditiile:

akij > 0, bhj >0, clj >0,
i=1,2,...,m j=1,2,...,n;k=1,2,...,g0h=1,2,...,r; 1=12...,s.

Tripletul (A, b,c)=(A(w),b(w), c(w)) poate luaq.r. s valori. Rezolvarea
problemei de programare liniard stochasticd data de relatiile (6.1), se reduce la rezolvarea

urmatoarelor probleme de programare liniard deterministe, date de (6.6), care se vor realiza cu
probabilitatea Py :

AK X < p"
X > 0
f( X1, Xo, ..., Xn) =c¢'. X (6.6)

max f( Xy, Xz, ..., Xpn)
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unde:
k=1,2,...,q;h=2,2,...,r;1=1,2,...,s.

Aceste relatii dau q . r . s probleme (6.6), ce trebuie rezolvate, iar problemele sunt
probleme de programare liniara determinista realizabile cu probabilitatea Py , rezolvabile cu
algoritmul simplex primal sau dual, respectiv cu programele QSB, DSSPOM, LINDO sau alte
programe.

Daca modelul matematic dat de relatiile (6.6) se refera la produse indivizibile (piese/repere),

atunci trebuie adaugata conditia (6.7), rezultand o problema de programare liniard in numere
intregi.

XjeZ,j=1,2, ... (6.7)

Se noteaza:

max f ( X ) =max f( A* b"¢') = My, (6. 8)

Probabilitatea ca f( X ) sa ia valoarea Myn este :

P(f(X)=Mkhl)=P(A=A"b=b" c=c")=pu.p2h.p3l=Pkhl,
k=1,2,...,9;h=2,2,...r;1=1,2,...,s.

Se poate scrie repartitia profitului maxim (6.9).
M M .. M
max f (a,b,c) :( 111 112 qrs]

Pr11 Prip - pqrs

Functia de repartitie a variabilei aleatoare X, in general, este:

F(x) = P(X < x) = probabilitatea evenimentului X < x , unde x este 0 anumita valoare
curenta. Functia de repartitie F(x) este o functie nedescrescatoare.

F(X) = ij = ZP(X = Xj)
XJ<X XJ<X

Pla X<p)=F(B)-Fa)
Daca functia obiectiv f( X) are alta semnificatie concreta se procedeaza analog.

Aplicarea modelului elaborat pentru estimarea profitului in alocarea resurselor, in

conditiile a trei piese / repere si trei resurse. Se va scrie repartitia si functia de repartitie a
profitului maxim.

(6.9)

(6. 10)

Tabelul nr. 6.1.
P; Py P, Ps Resurse
Ri disponibile
bi
R 1 2 3 100
R» 2 2 1 70
R3 1 2 1 60
Profitul unitar 30 40 50
Cj

Se considera q =2,r=2,s =3 in modelul problemei de programare liniara stochastica,
deci sunt doud matrici A ( consumul specific), doi vectori b ( resurse disponibile) si trei vectori ¢
(profitul unitar), fiecare cu probabilitatile corespunzatoare.

Al A? ¢ ¢ ¢ bt b?
T e
07 03 05 03 02 08 02
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1 2 3 11 22 33 100 125
Al=2 2 1| ,A*=|22 22 11 . bt=| 70|, b*=|100
1 2 1 11 22 11 60 90

¢! =(30,40,50) , c¢*=(40,50,60) , c*=(55,60,80)
Se rezolva cu programul QSB , modulul Integer linear programming,
q.r.s=2 .2 .3 =12 probleme de programare liniard in numere intregi, date de (6. 11),
realizabile cu anumite probabilitati ce se vor calcula.
AK X < p"

X > 0 (6. 11)
X;jeZ,j=1,2,3
f( X1, Xo, X3) =¢'. X

max f( Xy, Xz, X3)

Xl
unde: X=X,
X3

k=1,2,h=1,2;1=1,2,3.

Welcome to Q5B <Quantitative Systems for Business>t

Code
Program Mo . Program

&) —— Integer linear programming

Prezsz the up or down key to locate the dezired option. Then press EMTER.
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Enter Integrality and Bounds of Uariahles

La ultima intrebare se raspunde N.
1) Pentru ( A', b, c¢') se obtine problema de programare liniara determinista (6. 12).
Xi+2.X,+3.X3 <100
2. X1+2. X+ X3 £70
Xi+2. X+ X3 <60
Xj>0,j=1,23; (6. 12)
XjeZj=1,23
f(Xl,Xz,Xg) =30.X;+40.X,+50. X3
maXf(X]_,Xg,Xg)

Se rezolva cu programul Qsb si se obtine solutia optima:
maXf(Xl,Xz,Xg): M111=1960, X1 =22, X, =0, X3:26;
realizabild cu probabilitatea P111 = p11 . P21 . P31 = 0.7 x 0.8 x0.5=0.28 ;
2) Pentru (A, b, c¢?) se obtine problema determinista (6. 13).

X1+2.X,+3. X3 <100
2.X1+2. X+ X3 <70
Xi+2. X+ X3 <60
Xj>0,j=1,2,3; (6. 13)
XjeZj=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =40. X, +50. X, +60. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)
max f( X1, Xo, X3 ) =My, = 2440, X, =22, X, =0, X3 =26;
cu probabilitatea P112 = p11 . P21 - P32 = 0.7 x 0.8 x 0.3 = 0.168;
3) Pentru (A, b', ¢*) se obtine (6. 14).

X1+2.X,+3. X3 <100
2.X1+2. X+ X3 <70
Xi+2. X+ X3 <£60
X;>0,j=1,23; (6. 14)
Xj €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,X:g) =55.X1+60.X2+80.X3
maXf(Xl,Xz,Xg)

max f( X1, Xo, X3 ) = M113 =3290, X; =22, X, =0, X3 =26;
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realizabila cu probabilitatea P13 = P11 . P21. P33 =0.7 X 0.8 x0.2=0.112;
4) Pentru ( A', b?, c*) se obtine (6. 15).

Xi+2.X;+3.X3 £125
2.X1+2. X+ X3 <100
Xi+2. X+ X3 <90
X;>0,j=1,23; (6.15)
X eZ,]=1,2,3
f(xl,XZ,X3) =30.X;+40.X,+50. X5
maXf(X]_,Xz,Xg)
max f( X1, Xo, X3 ) = Mo = 2550, X; =35, X, =0, X3 =30;
realizabila cu probabilitatea P11 = P11 . P22 . P31 = 0.7 X 0.2 x 0.5 =0.07 .
5) Pentru (A®, b?, ¢®) se obtine (6.16).
Xi+2.X;+3.X3 £125
2.X1+2. X+ X3 <100
Xi+2. X+ X3 <90
X;>0,j=1,23; (6. 16)
X eZ,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =40.X;+50.X,+60. X3
maXf(X]_,Xz,X3)
max f( X1, Xo, X3 ) = M1 = 3200, X; =35, X, =0, X3 =30;
realizabila cu probabilitatea P1o» = P11 . P22 . P32 = 0.7 X 0.2 x 0.3 = 0.042 .
6) Pentru (A®, b?, ¢*) se obtine (6. 17).

Xi+2.X;+3.X3 £125

2.X1+2. X+ X3 <100
Xi+2. X+ X3 €90
X;>0,j=1,23; 6. 17)
X; €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =55.X;+60.X,+80. X3
maXf(X]_,Xz,X:g)

max f( X1, Xo, X3 ) = M2z :4325, X1 :35, Xy = 0, X3 :30;
realizabild cu probabilitatea P123 = p11 . P22 . P33 = 0.7 x 0.2 x 0.2 = 0.028 .
7) Pentru ( A%, b, c') se obtine (6. 18).

11.X;+22.X,+3.3. X3 <100
22.X1+22.X,+1.1. X3 <70
11.X;+22.X,+1.1. X3 £60
X;>0,j=1,2 3; 6. 18)
X €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =30.X;+40.X,+50. X3
maXf(X]_,Xz,X:g)

maXf(Xl,Xz,X:g): M211:l760,X1=19, Xo=1, X3:23,
realizabila cu probabilitatea P21; = P12 . P21 - P31 =0.3x 0.8 x0.5=0.12.
8) Pentru ( A%, b, c?) se obtine (6. 19).

1.1 X1 +22. %, +33. X5 <100
22. X +22.X,+11. X3 <70
11.X+22.X,+1.1. X5 <60

X;>0,j=123; (6. 19)
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X; €Z,j=1,2,3
f(xl,X2,X3) =40.X;+50.X,+60. X3
max f( Xy, X2, X3)

maXf(Xl,Xz,Xg): My = 2190,)(1:19, X, =1, X3:23;
cu probabilitatea P212 = p12 . P21 - P32 =0.3x 0.8 x0.3=0.072.
9) Pentru ( A%, b, ¢*) se obtine (6. 20).

11 .X;+22.X,+3.3. X3 <100

22.X1+22.X,+11. X3 <70

11.X;+422.X,+1.1. X3 <60
X[ >0,j=1,23: (6. 20)
X; €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =55.X;+60.X,+80. X3
maXf(Xl,Xz,Xs)

maXf(Xl,Xz,Xg): M213:2945,X1:19, Xo=1, X3:23;
cu probabilitatea Po13 = p12 . P21 . P33 = 0.3 x 0.8 x0.2=0.048 .
10) Pentru ( A%, b?, ¢*) se obtine (6. 21).

11.X;+22.X,+3.3. X3 £125
22 .X1+22.X,+1.1. X3 <100
11.X;+22.X,+1.1. X3 £90
X;>0,j=1,23; (6. 21)
Xj €Z,j=1,2,3
f(X1, X2, X3) =30. Xy +40. X, +50. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)

maXf(Xl,Xz,Xg): M,y =2290, X1 =29, X, =3, X3:26;
cu probabilitatea P21 = p12 . P22 - P31 =0.3x 0.2 x0.5=0.03.

11) Pentru ( A?, b?, ¢?) se obtine (6. 22).

11.X;+22.X,+3.3.X3 <125
22.X1+22.X,+1.1. X3 <100
11.X;+22.X,+1.1. X3 <£90
X;>0,j=1,2,3; 6.22)
X; €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =40.X;+50.X,+60. X3
maXf(X]_,Xz,X:g)

maXf(Xl,Xz,Xg): My, = 2870 , X1:29, X2:3, X3:26;
cu probabilitatea P2y, = p12 . P22 - P32 =0.3x 0.2 x0.3=0.018.
12) Pentru ( A%, b?, ¢®) se obtine problema datd de relatiile (6. 23).

11.X3+22.X,+3.3.X3 £125
22 .X1+22.X,+1.1. X3 £100
11.X3+22.X,+1.1.X3 £90
X;20,j=1,23; (6. 23)
Xi €Z,j=1,2,3
f(Xl,Xz,Xg) =55.X;+60.X,+80. X3
maXf(Xl,Xz,Xg)
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maXf(Xl,Xz,Xg): Mooz =3870, X; =30, X, =1, X3=27;
cu probabilitatea Pyp3 = p12 . p22 . P33 =0.3% 0.2 x0.2=0.012.

Problema de programare liniara stochastica s-a rezolvat prin cele 12 probleme de
programare liniard in numere intregi, realizabile cu anumite probabilitéti, care la randul lor au
avut fiecare propriile iteratii, plus calculul probabilitatilor corespunzatoare, a repartitiei profitului
maxim si functia de repartiie, deci cantitatea de calcule creste considerabil prin utilizarea
modelului stochastic.

Repartitia profitului maxim este:
1760 1960 2190 2290 2440 2550 2870 2945 3200

max f(A,b,c) = [
0.12 0.28 0.072 0.03 0.168 0.07 0.018 0.048 0.042

3290 3870 4325

j (6. 24)
0.112 0.012 0.028
sau
max £ (Ab.C) = 1760 1960 2190 2290 2440 2550 2870 2945 3200 3290 3870 4325 )
7 1042 028 0072 003 0.168 007 0018 0048 0.042 0.112 0.012 0.028,

Functia de repartitie este F(f) data de (6.25).

0 ,daca f <1760
012 ,daca 1760< f <1960

040 ,daca 1960< f <2190
0472 ,daca 2190< f <2290

0502 ,daca 2290< f <2440
0.670 ,daca 2440< f <2550

F(f)=<0740 ,daca 2550< f < 2870 (6. 25)
0.758 ,daca 2870< f <2945

0806 ,daca 2945< f <3200
0848 ,daca 3200< f <3290

0960 ,daca 3290< f <3870
0972 ,daca 3870< f <4325

1 ,daca f > 4325

Daca se exclude cea mai micad si cea mai mare valoare ale profitului maxim, max f
(variabila aleatoare), atunci probabilitatea ca profitul maxim sa se incadreze in intervalul [1960 ;
3870), deci max f [1960 ; 3870), este:

P(1960max f <3870) = F(3870) - F(1960) = 0.960 - 0.12 = 0.840
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deci sunt sanse mari de realizare.
MATEMATICA APLICATA IN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII - C5
Programarea fuzzy

Multimile fuzzy (vagi) au fost introduse Tn matematicd de Zadeh, L. A. Th 1965 ca o
necesitate de a masura imprecisul, vagul, nuanta, fiind apoi utilizate in diverse domenii ale
stiintei si tehnicii . Pentru o mulfime fuzzy nu existd o tranzitie netd de la apartenenta la
neapartenenta unui element la o multime, existind grade de apartenentd intermediare intre
apartenenta si neapartenentd. Multimile fuzzy se bazeaza pe logica continud, iar teoria clasica a
multimilor pe logica bivalenta, deci discontinud, care lucreaza cu doud valori logice: adevarul si
falsul, cu valorile de adevar 1, respectiv 0.

O alta extensie a multimilor clasice care poate manevra concepte vagi este datd de
multimile flue introduse de Y. Gentilhomme in 1968 care au la baza o logica trivalenta cu
valorile de adevar: 0 , 1/2 , 1 , corespunzatoare pentru fals, posibil si adevarat sau la modul
general se bazeaza pe logica n-valenta, dar sunt logici discontinue.

Pentru definirea si utilizarea multimilor fuzzy se vor introduce cateva notiuni necesare.

Se considera o multime nevida L , inzestratd cu doua operatii, notate: v (disjunctie) si
A (conjunctie) si axiomele:

1.) Comutativitatea
aavb=bva;
anb=bnaa;

2.) Asociativitatea
@vbyvcec=av(bvo;
@anb)ac=an(bac);

3.) Idempotenta

ava=a;

ana=a;

4.) Absorbtia

av(@ab=a;
an(@vb=a;

5.) Distributivitatea
avbac=(@vhba@vece;
an(bvec=(@aab)v(@anac);
6.) Prim si ultim element

Exista elementele 0, 1 e L, astfel incat:

Ova=a,

0Aa=0;

l1va=1,

lAra=a;

7.) Negatia

Existd operatia negatie " " , astfel incat:
ava=1

ara =0

a=a

0=1

78



1=0.
Se vor defini cateva concepte utilizand cele sapte axiome.
Tripletul (L, v, A) care verifica axiomele 1) - 4) se numeste latice.

Q latice (L, v, A) care verifica axiomele 5) - 7) se numeste algebra Boole.

Fie L o latice si X o mulfime oarecare.
Se numeste L - multime fuzzy in X o aplicatic F,
F: X —> L.

Fie B o algebra Boole si X o multime oarecare.
Se numeste B - multime fuzzy in X o aplicatie F,
F:X—>B.

Se poate considera intervalul [0, 1] < R, B =0, 1], care este 0 algebra Boole cu
operatiile:
av b=max(a, b),

aAb=min(ab), Vv ab e[0,1]

a=1-a,Vvacel0,1]
In acest caz se numeste multime fuzzy sau vaga (in X) o aplicatie

F: X —[0,1]
[ Negoita, C.V.,s.a. |

Alti autori, [Dumitrescu, D., Costin, H.], numesc mulfimea fuzzy mul{ime nuantata,
fiind definita astfel:

daca X este o multime nevida, o multime fuzzy (nuantati) este o pereche
(X, A),unde A: X — [0, 1].

X este universul mulfimii fuzzy (nuantate) si A este functia de apartenentd a multimii fuzzy.
A(Xx) se interpreteaza ca fiind gradul de apartenenta al lui x la mulfimea fuzzy (X, A) .

Daci A(x) = 1, atunci, cu certitudine, x este un element din A. Intre apartenenta totala si
neapartenenta totald existd o infinitate de situatii intermediare (fuzzy). Din motive de simplitate
se va identifica multimea fuzzy cu functia ei de apartenentd, deci vom spune ca A este o multime
fuzzy peste universul X. Se va nota cu L(X) familia multimilor fuzzy peste X.

Zimmermann, H. J. defineste multimea fuzzy asemanator cu cele doud definitii precedente.

Daca X este o multime de obiecte notate generic prin x, atunci multimea fuzzy A in X
este 0 multime de perechi ordonate

A={(X, ua (X)) | xeX }, iar u a (X) este numita functie de apartenenta a elementului

xlaA,
u X ->M
, M fiind spatiul de apartenenta .
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Daca M contine numai doud elemente 0 si 1, mulfimea A este non-fuzzy, deci clasica, cu
1 A (X) identica cu functia caracteristica a multimii non-fuzzy.
Se vor enunta cateva relatii si operatii cu mulfimi fuzzy.
Daca A si B sunt multimi fuzzy peste X, egalitatea multimilor fuzzy:
A=B < AKX)=B(x), VxeX.
Multimea fuzzy A este inclusa in mulfimea fuzzy B,
Ac B © A(X) < B(x), VxeX.
Daca A este o multime fuzzy peste X, complementara A" a multimii A peste X, este
definita de:
AX)=1-AX), (V) xeX.
Multimea vida se noteaza cu @ si se defineste:
d(x)=0,(V)xeX
Complementara multimii vide ® se noteaza cu X si:
XX)=1,(V)xeX.
Reuniunea si intersectia multimilor fuzzy peste X au fost definite de Zadeh in (7. 1).

(AuB)(x) = max (A(x), B(x)) , VxeX;
(AN B)(x) = min (A(x), B(x)) , VxeX. (7. 1)

Aceasta definire a reuniunii §i intersectiei multimilor fuzzy nu este singura posibila, iar la
modul general se definesc prin utilizarea t-normelor a caror definitie se da in continuare.

O t-norma este o functie
T:[0,1] x[0,1] — [0, 1]
care satisface urmatoarele patru axiome:
1. conditia la limita: T(a, 1) =a, Vae[0, 1];
2. monotonia: a<u, b<v = T(a, b)< T(u, V) ;
3. comutativitatea: T(a, b) =T(b,a) , Va,be[0, 1];
4. asociativitatea: T(T(a, b), ¢)) =T(a, T(b,c)) , Va, b,ce[0, 1];

Daca T este o t-norma
T:[0,1] x[0,1] —» [0, 1]
atunci functia S
S:[0,1] x[0,1] — [0, 1]
definita prin : S(@,b)=1-T(1-a 1-b) , Va, be[0, 1]
se numeste t-conorma duala a lui R.

La modul general se definesc reuniunea si intersectia multimilor fuzzy A si B definite
peste X in (7. 2).

(AN B)(X) = T(A(X), B(X)) , VxeX; (7.2)
(AUB)(X) =S(A(X), B(X)) , VxeX,

unde T este 0 t-norma si S este t-conorma duala a lui T.
Cateva exemple concrete de t-norme T si t-conorme S sunt:

1.) To (a, b) = min (a, b)
So (8, b) =max (a, b) ;

2)T1(a,b)=ab
Si(ab)=a+b-ab;
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3)Tw (a,b)=max(a+b-1,0)
Sw((@b)=min(a+b,1);

4) T.(xy) = Iogs(1+ (=07 -0)

Ss(x,y)=1-T(1-x,1-y).

} ,$>0,s=#1, (7.3)

Cele patru t-norme au proprietatea:
Ti=limTs, undei=0,1, .
s—>i

Din t-norma 4) , data de (7. 3), se obtin o infinitate de t-norme, dupa valorile lui s.

Programarea liniara fuzzy.

Programarea liniard clasica, determinista, non-fuzzy, utilizata in alocarea resurselor cu
maximizarea profitului este in principiu data de tabelul nr. 3.1 si relatiile (3.7) sau matricial (3.8)
din cursul C2, pe care le reluam si le rescriem alfel prin relatiile (7.4).

max f(x)
f(x) =c.x (7. 4)
Ax<b

x>0

unde:c=(C1, C2,...,Cn) ,A=(a5),1=1,2,...,m;j=1,2,...,n;

b, 1
b= b, X = X,
bm Xn

Toti coeficientii relatiei (7.4)sunt multimi clasice, non-fuzzy.
Daca decizia bazata pe solutia optima a problemei de programare liniara (7.4) trebuie luata n
conditii vagi, Tn imprejurari fuzzy, trebuie modificate relatiile (7.4) si trebuie utilizat modelul
programarii liniare fuzzy dat de relatiile (7.5).

Se presupune ca functia obiectiv f va avea un nivel aspirat (cel putin egal) z.

C.X>Z

Qv

Ax<b (7.5)

QA

x>0

Relatia < este versiunea fuzzy a relatiei clasice, non-fuzzy < si are interpretarea

lingvisticd " esential mai mic decat sau egal ". La fel, relatia 3 este versiunea fuzzy

a relatiei clasice, non-fuzzy > , si are interpretarea lingvistica ™ esential mai mare decéat sau
egal ".
Fiecare restrictie a modelului (7. 5) este privita ca o multime fuzzy.
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Tn programarea liniara clasica, non-fuzzy, violarea oricarei restrictii in relatiile (7.4) duce
la solutii nefezabile, neadmisibile, dar in programarea liniara fuzzy anumite violari ale
restrictiilor in relatiile (7. 5) sunt permise. Spre deosebire de programarea liniara clasica, non-
fuzzy, in programarea liniara fuzzy nu este definit unic tipul modelului, fiind posibile multe
variatii, functie de trasaturile caracteristice ale situatiei reale care va fi modelata.

Tn relatiile (7. 5) se face substitutia:

B= (_ch d= (_sz si relatiile (7. 5) devin (7. 6).

B.x <d (7.6)

uIN

v

X >0

In relatiile (7.6) fiecare linie din cele m + 1 reprezintd multimi fuzzy cu functia de
apartenentd a relatiei 1, u; (X), care pot fi interpretate ca si gradul de satisfacere al inegalitatii

fuzzy:

Bi.Xédi 0=1,2,...,m+1,

iar B; este liniai Tn matricea B.
Deci, notatiile sunt:

Bi=-c

d1 =-Z

Bi+1 = (a il al2a reey aln) ) I = 11 21"'1 m!
dis1=bi, 1=1,2,.,m;

Functia de apartenenta pentru modelul (7.6) este datd de definirea intersectiei mulfimilor
fuzzy prin relatia (7.1), obtinadndu-se relatiile (7.7).

Ho(¥) = min {1,(x)} (7.7)
iar pentru rezolvarea problemei fuzzy data de (7. 6) trebuie aflat (7. 8).

max g () = max min £, (x)} (7.8)

x>0 x>0 I1<i<m+1

Sunt posibile diverse functii de apartenenta s (x),i=1,2,...m+ 1.
Se poate utiliza functia de apartenenta (7. 9).

1,dacaB;.x < d,

B.x=d, ,daca:d. <B.x<d +p, (7.9)

w1y (X) =11- .
IO,daca:Bi.x >d; +p,

unde p; sunt constante alese subiectiv si reprezintd violarile admisibile ale functiei obiectiv si
restrictiilor, pentrui=1,2,...m + 1.
Pentru rezolvarea problemei de programare liniara fuzzy (7.6) trebuie determinat (7. 10).
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max min [1— B"X_d‘j (7. 10)
x>0 1<is<m+1! pi
Problema de programare liniara fuzzy (7. 5) se reduce la rezolvarea problemei de
programare liniara clasica (determinista), non-fuzzy, data de relatiile (7. 11) care are o restrictie
si o variabila in plus fata de (7. 5) si (7. 6) , se rezolva cu algoritmul simplex primal sau dual
sau prin utilizarea programelor Qsb, Dsspom, Lindo sau altele.

max A
Api +Bi X <di+pi,i=12,...,m+1; (7.11)
x>0
A 20
[Zimmermann, H.J., 1991]
Relatiile (7. 11) se dezvolta, rezulta (7.11a)

max A

7\,.p1 -CX<-Z2+PM

Api + Bix<di+p,i=23,..,m+1, (7. 11a)
x>0

A >0

Relatiile (7. 11a) se dezvolta, rezulta (7.11b), apoi (7.11c).

max A
Ap1 - z Cj _Xj <-Z+P
j=1
APis1 + Z aij. Xj <bi+pia,i=1,2,...,m; (7. 11b)
j=1
X;20,j=1,2,..,n
A >0
Se noteaza:
A = Xn

Rezulta (7.11c).

max Xp+1

DG X P X1 2Z-ps
=1

a ij . X] + pi+l ' Xn+]_ < b| + pi+l ’ i = 1! 2! reny m1 (7. 11C)

=1
X;20,]=1,2, .., n,n+l,

Radulescu, D. considerda [Radulescu,D., Gheorghiu, O., 1992] c@ programarea
matematica fuzzy cuprinde trei cazuri principale:

e restrictii si functii obiectiv formulate fuzzy;
e restrictii si functii obiectiv deterministe, dar tratate in context fuzzy;
o coeficienti care formeaza multimi fuzzy.
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Programarea matematica fuzzy in sensul strict cuprinde primul caz de mai sus, deci fiind date m
restrictii fuzzy Ry, Rz, ..., Rm si p obiective fuzzy O, O3 ..., Oy, cu functiile de apartenentd
Ri(X),1=1,2,....,msi gok(X),k=1,2, ..., p, trebuie determinat:

max Tin{ﬂRi (X)s Ho (X)} (7.12)

x>0

, obtinandu-se solutia optima. Aceasta formulare a problemei de programare matematica fuzzy
eludeaza aspectele liniar-neliniar si monocriterial-multicriterial, acestea fiind abordate unitar
mai sus .

Exemplul nr. 7.1.

Se considera o problema de alocare a resurselor materiale cu maximizarea profitului,
Din m = 3 resurse se fabricdi n = 3 produse, date in tabelul nr.7.1. si imprejurarile sunt vagi,
fuzzy Trebuie determinata ce cantitate se va fabrica din fiecare produs, astfel incat profitul
obtinut sa fie maxim. Va fi o abordare fuzzy a problemei maximizarii profitului.

Tabelul nr.7.1.

Pi| P1 P, P3 Resurse disponibile
Ri bi
R 1 2 3 100
R, 2 2 1 70
R3 1 2 1 60
Profitul unitar 30 40 50
i

Modelul de alocare a resurselor prin programare liniara clasicd, non-fuzzy este dat de
relatiile (7.13) si are solutia optima:
max f = 1960, X; =22, X, =0, X3 = 26;

X1+2.X,+3. X3 <100
2.X1+2. X+ X3 <70
Xi+2. X+ Xz < 60 (7.13)
X;>0,j=123;
f( X1, X2, X3) =30. Xy +40. X, +50. Xs
maXf(Xl,Xz,Xg)
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o QSE o B R

Welcome to Q8B (Quantitative Systems for Business)?t

Code Code
Ho. Program Ho. Program

24 — Linear programming

Fress the up or dowun key to locate the dezired option. Then press ENTER.
Reformularea modelului (7.13) in sensul programarii liniare fuzzy este dat de relatiile (7.14).

30.X;+40.X,+50. X3 z

Qv

X1+2.X,+3. X3 <100
2. X1 +2. X+  Xg <70 (7. 14)
X1+2. X+ X3 <60
X;>0,j=123;

z - este nivelul aspirat (asteptat, cel putin egal cu z) al functiei obiectiv .
Relatiile si sunt versiunea fuzzy a relatiilor si .

Problema de programare liniara fuzzy (7.14) se reduce la rezolvarea problemei de programare
liniard clasica, non-fuzzy (7.15) , diferitd de problema initiald determinista, in care s-a notat
A = X4 Tn modelul general (7. 11).

30.X1+40.X2+50.X3-p1 Xq 2 Z-p1
X1+2.X;+3. X3+ p2.X4 <100+ p2
2. X1+2. X+ X3z +p3. X4 <70 +p3
Xi+2. X+ X3+p4.X4 §60+p4 (715)
X;>0,j=1,234
f1 (X1, X2, X3,X4) =Xy
maXf]_(X]_,Xg,Xg,X4)

unde: z - este nivelul aspirat (asteptat, cel putin egal cu z) al functiei obiectiv ;
p1 - violarea permisa a functiei obiectiv;
p2 - violarea permisa a restrictiei (1) din relatiile (7.14);
ps - violarea permisa a restrictiei (2) din relatiile (7.14);
P4 - violarea permisa a restrictiei (3) din relatiile (7.14).
Se vor da cateva valori lui z sip1, P2, P3, Pa -
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e Pentru: z =1900 ; p; =200 ; p2 =20 ; ps =10 ; ps = 15, prin nlocuirea acestor valori in
relatiile (7.15), se obtine (7.16).

30.X; +40.X; +50.X3-200. X, > 1700
Xi+2.X,+3.X3+20.X,< 120

2. X1+2. X+ X3+10.X4S80
Xi+2. X+ X3+ 15. Xy < 75 (7 16)
X;>0,j=1,2 34
fi (X1, X2, X3,X4) =Xy
maXfl(Xl,Xz,Xg,X4)

Prin utilizarea programului QSB, se obtine solutia:

X1 =21.785715; X, =0;

X3 =25.357142 ; X4 = A =1.1071428 = max f; ;

Deci, utilizand valorile determinate pentru X; , Xz, X3 se obtine profitul f:

f=30.21, 785715 + 50 . 25,357142 = 1921,42855 > 1900 = nivelul aspirat, dar

f = 1921,42855 < 1960 = valoarea optima pentru problema determinista (7.13). Valorile
determinate pentru X; , Xz , X3 reprezintd solutia care maximizeaza in (7. 8) pentru modelul
(7.13) cu functia de apartenenta (7. 9).

e Daca se modifica p1 in relatiile (7.16) (rezultate din (7.15)), p1 = 100, se obtine (7.17).

3X1+4.X,+5X3-10. X, 2180

X1+2.Xp,+3.X3+20.X,<120
2. X1+2. X+ X3 +10.X4380
Xi+2. X+ X3+ 15. X, < 75 (7 17)
X;>0,j=1,234
f1 (X1, X2, X3,Xs) =Xy
maXfl(Xl,Xz,X3,X4)

Relatiile (7.17) reprezintd o problema de programare liniard non-fuzzy, diferitd de problema
determinista initiala (7.13), ce se rezolva cu programul QSB si se obtine solutia optima:
X1=21,739132; X, =0; X3 =25,21739 ; X4 = A = 1,1304348 = max f; .
Pentru problema de programare liniara initiala (7. 13), valoarea profitului f este :

f=30. 21.739132 + 50 . 25.21739 =1913.04346 > z =1900

f=1913.04346 < 1960
e Dacia se modifica z si p1 1n relatiile (7.16) care s-au obtinut din (7.15), z = 1920 si p; =50,

se obtine (7.18).

3X1+4.X,+5X3-5. Xy > 187

Xp+2.X,+3.X3+20.X,< 120
2.X1+42. X+ X3 +10.X4< 80
X1+2. X+ X3+15. X4 <75 (7.18)
Xj>0,j=1,23,4
f1 (X1, X2, X3,Xs) =Xy
maXfl(Xl,Xz,Xg,X4)

Relatiile (7.18) sunt o problema de programare liniard non-fuzzy ce se rezolva cu programul
QSB si se obtine in trei iteratii solutia optima: X; = 21.80488 ; X, =0 ; X3 =25.414635 ;

X4 =A =1.0975608 = max f; .

Valoarea functiei obiectiv a problemei de programare liniara initiale este n acest caz:
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f=30. 21.80488 + 50 . 25.414635 =1924.87815> z =1920
e Daca se modifica z in relatiile (7.18), z = 1960, se obtine:

3X1+4.X,+5.X3-5. Xy > 191
Xi+2.X,+3.X3+20. X, <120
2. X1+2. X+ X3 +10.X4S80
Xi+2. X+ X3+ 15. Xy < 75 (7 19)
X;>0,j=1,2 34
fi (X1, X2, X3,X4) =X,
maXf]_(Xl,Xz,Xg,X4)

care are solutia optima:

X1 =22.000002 ; X;=0; X3=26; X4 =i =0.9999988 = = max f; .

Pentru problema de programare liniara initiala in acest caz se obtine:
f=30. 22.000002 +50 . 26 =1960.00006 > 1960

e Daca se modifica din nou z si p; 1n relatiile (7.19), z=2410 si py = 100, se obtine (7.20).

3 X1 +4.X,+5.X3-10. X4 > 231

X1+2.X;+3.X3+20.X,< 120
2. X1+2. X+ X3+10.X4S80
Xi+2. X+ X3+ 15. X, < 75 (7 20)
X2 0,j=1,23 4
f1 (X, Xz, X3,Xq) =Xy
maXf]_(Xl,Xz,Xg,X4)

Solutia optima:
X1 =23.956522 ; X, =0; X3=31.869564 ; X4 = A =0.02173898 = max f;
si £=30. 23.956522 +50. 31.869564 = 2312.17386 > 2410 - 100 = 2310
e Daca se modifica din nou z in relatiile (7.20) , z = 2420 nu vom avea solutie fezabila,
admisibild, deci nici solutie optima.
Prin utilizarea problemei de programare liniara fuzzy, dacd conditiile concrete ale firmei
impun acest lucru, se obtine mai multa flexibilitate in decizii, dar creste cantitatea de calcule.

Programarea liniara fuzzy cu restrictii fuzzy si restrictii non-fuzzy

Este posibil ca o parte din restrictiile unei probleme de programare liniard fuzzy sa fie
restrictii fuzzy, alte restrictii sa fie restrictii clasice (deterministe),
non-fuzzy de forma:

Dx <h

unde: D este 0 matrice, x si h sunt vectori, iar functia obiectiv sa fie fuzzy.
D=(eg) ,k=1,2,...,;j=1,2,...,n

1 Xl
h = n, x=| "
h, X,
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In acest caz restrictiile non-fuzzy se adaugi la formularea data in modelul (7.11) si se obtine
(7.21).

max A

Api +Bj.x <dj+ pi , i=12,...m+1; (7.21)
Dx <h

X,A 20

Relatiile (7.21) reprezinta o problema de programare liniara clasica (determinista), non-fuzzy,
care se rezolvd cu algoritmul simplex primal sau dual sau cu un program calculator
corespunzator. [Zimmermann, H. J., 1991]

Relatiile (7.21) se dezvolta, rezultand relatiile (7.22).

max A
Api +Bix<di+pi ,i=12,..,m+1; (7.22)

degX;<h , k=12 .1
=
X, A 20

Din relatiile (7.11b) si (7.22), rezulta modelul din relatiile (7. 23).

max A
Ap1 - z Cj _Xj <-Z+pP
=1
APis1 t aij. Xj < bi+ Pi+1 i=12, .. m; (7. 23)
=1

degX;<h , k=12 .1
j=1

X;20,j=1,2,...,n
A 2>0
Se noteaza:
A = Xna1

Din (7.23) si (7.11c) rezultd (7.24) care rezolvd problema de programare liniard fuzzy cu
restrictii fuzzy si restrictii non-fuzzy, deci problema (7.21).

max Xn+1

Z Cj XJ -pl.Xn+1Z Z-p1

j=1

D @i X+ Pisr. X < bi+ping L= 1,2, ., m; (7. 24)
j=1

=1

—

X;20,j=1,2, .., n,n+l,
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Exemplul nr. 7.2.

Se reia exemplul 7.1. cu modelul matematic dat de relatiile (7.14), problema de
programare liniara fuzzy, in relatiile (7.25) , avand si doua restrictii non fuzzy.

30. X, +40. X, +50. X3 >z
X1 +2.X,+3. X5 < 100
2.X1+2. %+ X; <70 (7. 25)

X1+2. X+ X3 <60

Se rezolva problema de programare liniara fuzzy (7.25) cu modelul (7. 26).

30.X1 +40.X; + 50.X3 - P1 Xg 227- P1

X1+2.X3+3. Xz+p2. X4 <100+ p2
2. X1+2. X+ X3 +p3. X4 <70 +p3

Xi+2. X+ Xz +ps. Xy <60+py (7 26)
X1 > 20
Xs > 10

XJZ O,j:l’2’3’4;
fl(X11X2aX31X4) :X4
max fy (X1, Xz, X3, Xa)

unde: z - este nivelul aspirat (asteptat, cel putin egal cu z) al functiei obiectiv ;

p1 - violarea permisa a functiei obiectiv;

p2 - violarea permisa a restrictiei (1) din relatiile (7.25);

ps - violarea permisa a restrictiei (2) din relatiile (7.25);

P4 - violarea permisa a restrictiei (3) din relatiile (7.25).
Pentru: z =1900 ; p; =100 ; p2 =20; p3 =10 ; ps =15, din (7.26) rezulta (7.27), se rezolva cu
programul Qsb.

30.X; +40.X; + 50.X3-100 . X; > 1800

Xi+2. X,+3. X3+ 20. X, <120
2. X1+2. X+ X3+10.X4S80
Xi+2. X3+ Xg+15. X4 < 75 (7. 27)
X1 > 20
X2 > 10

X;>0,j=1,23 4
f (X1, X2, X3,X4) =Xy
maXfl(Xl,Xz,Xg,X4)
Solutia optima: X; = 20, X, = 10, X3 =16.66, X4 =0.33, max f; = 0.33
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Valoarea functiei obiectiv a problemei de programare liniara initiale este:

f=30.20+40.10+50 . 16.66 =1833 > z-100 =1900 — 100 = 1800
Se pot lua diverse valori pentru z, p1, P2, P3, P4 -

MATEMATICA APLICATA IN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII - C6

MINIMIZAREA COSTURILOR PRIN PROBLEME DE TRANSPORT
4.1. PROBLEMA DE TRANSPORT DE MINIMIZARE
4.1.1. DEFINIREA PROBLEMEI DE TRANSPORT DE MINIMIZARE

Competitivitatea firmei este influentata de costuri, care trebuie sa fie minime sau cat mai
mici, inclusiv costurile de transport din activitatile de aprovizionare, de desfacere a produselor
sau transport intern (logistica firmei).

Existd m centre de aprovizionare (depozite) si n centre de consum. Un produs omogen
este stocat In localitatile (depozitele) A1, Az, ..., Am respectiv in cantitatile a; , a, . am §i
trebuie transportat in centrele de consum (magazine, firme, localitati) B; , B, , ..., B, unde este
cerut respectiv in cantitatile by , b, , ..., by . Costul transportului unei unitati de produs din
depozitul A; la centrul de consum B;j este egal cu Cj unititi monetare. Se pune problema
determinarii cantitatilor de produs ce urmeaza sa fie transportate de la depozite la centrele de
consum, astfel incat sd nu depaseasca disponibilul (oferta), cererea sa fie satisfacutd si costul
total al transportului sa fie minim. Aceste elemente sunt sintetizate in tabelul nr.4.1.

Se presupune ca: a;>0,bj> 0,¢;>0, i=1,2,...,m;j=1,2..n;

Se noteaza cu Xj cantitatea de produs ce va fi transportata din A; in Bj,

X=(Xj)i=1,2,..,.m; j=1,2..n.

Schematic avem:

Modelul matematic al problemei de transport in forma generala este dat de relatiile
(4.2), (4.2), (4.3), (4.4).

> Xj<a,i=12,...,m (4.1)
j=1

D Xyzhb,j=1,2,...,n (4.2)
i=1

Xy 2 0,1=1,2,...mj=12...,n (4.3
f(X) = Z z Cij . X (4.4)

i=1  j=1
min f(X)
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Inegalitatile (4.1) aratd ca totalul livrarilor fiecarui furnizor sa se incadreze in disponibil
(ofertd). Inegalitatile (4.2) aratd ca cererea fiecarui consumator trebuie sia fie acoperita
(satisfacutd) de totalul cantitatilor primite. Relatiile (4.4) reprezinta costul total al transportului.
O conditie necesara si suficientd pentru existenta unei solugii a problemei de transport
neechilibrate din relatiile (4.1) — (4.4) este datd de relatia (4.5), adicd oferta este mai mare sau

egala cu cererea.
n

zm:ai > b, (4.5)

i=1 j=1
Problema de transport echilibrata

Se va presupune cd cererea este egala cu oferta, deci problema de transport este
echilibrata, relatia (4.6) este satisfacutd. Problema de transport neechilibratd se va analiza dupa
rezolvarea celei echilibrate.

oferta= > a = >'b, = cererea (4.6)

i=1 =1

Modelul matematic al problemei de transport in forma standard este dat de relatiile
(4.7) care sunt echivalente cu (4.8) — (4.11).

Tabelul nr.4.1
B; B B, B, Disponibil

Ai (Oferta)
di
A C11 C12 Cin a
A; Ca1 C22 Con az
Am Cm1 Cm2 Cmn dm

Necesar b, b, bn m

(Cererea) 2,8
bj N
b
j=1

Tabelul problemei de transport, tabelul nr.4.1, poate cuprinde in fiecare celuld (i, j), costul
unitar c;j care se scrie n celula (i, j) in partea stanga sus, sau variabila X sau valoarea X; a
variabilei Xj;scrise Tn partea dreapta jos a celulei (i, j).

Cij

Xij

Matricea costurilor problemei de transport este C,
C:(cij) ,1=1,2,...m;j=1,2,...,n;

Schema de obtinere a modelului matematic.
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A1 , A1 —><

Ay,a, —1

Xo1 + Xo2

AL,a, —4

+ ...+t Xoph=a

-

Xml
— 7B
X
m2 ;BZ

an >B

\

n

Xm1+Xm2+ N +an:am

Xyp+Xog+...+

>—> B1, by

Xm1=bg

92



L—> By, b,

.
Xq

>% Bn ’ bn

f(X11, X125 -+, Xmn) = C11 . Xq1 + C12 . X12 + . . . + CmnXmn = Costul total al transportului

X+ Xp+...+Xpm=a;
Xog+ X+ ...+ Xon=a

Xt + Xm2 + ... + Xinn = @m
X+ X+ ...+ Xm=by (47)
X+ X+ ...+ Xm=b

Xin + Xon + ... + Xmn = by

X;2 0,i=12...,mj=12...,n

f()_(ll,Xlz, oy Xmpn) = €1 Xn + Cr2. Xz + ...+ CnnXimn
min f(X11, X12, ..., Xmn)

sau
Zn: Xi=g,1=12...,m (4.8)
i1
Zm:Xij=bj,j=1,2,...,n; (4.9)
>I<_;2 0,i1=21,2,...m;j=212,...,n (4.10)
f(X) = f:_n G . X (4.12)
min f(X)I:l "
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unde: a; >0, ijO , Cij = 0, X= (Xij ),i=1,2,..,m;j=12,..,n
Se presupune ca:

Oferta=S = Zm:ai = Zn:bj = Cererea,

i=1 =1

Problema de transport poate fi neechilibrata, fiind posibile doua situatii:
1. oferta este mai mare decét cererea, deci:

Zm: a > Zn:bj
i-1 -1

si In acest caz problema se echilibreazd pentru rezolvare prin introducerea unui
consumator fictiv By care are nevoie de cantitatea:

bn+1: Zai - ij
i-1 -1

si ale carui costuri unitare sunt nule, ¢; 41 =0, 1=1,2, .., m;
2. cererea este mai mare decat oferta, deci:

Zm: g < Zn:bj
i-1 -1

si in acest caz problema se echilibreaza pentru rezolvare prin introducerea unui
depozit (furnizor) fictiv An+1 , al carui disponibil este:

n m
ams1= Db - Y4
j=1 i=1

1 .. 100 ..0..00 .
0. 011 ..1. 00 ..0
000 . 11
a=| 0 O 0
0.
1 1
0 0 100 ..1..00 .1

Problema de transport (4.8) — (4.11) este o problema de programare liniara cu m + n
restrictii $1 m.n variabile, dar numai m + n — 1 ecuatii sunt liniar independente.

O solutie de baza nedegenerata a problemei de transport (4.8) — (4.11) este o solutie
X=(Xj),i=1,2,..,,m;j=1,2,., n; care verifica relatiile (4.8) — (4.10) siarem +n— 1
componente diferite de zero (pozitive), iar daca are mai putin de m + n — 1 componente diferite
de zero (pozitive) X este solutie de baza degenerata.

Problema de transport se rezolva in doud etape, in etapa intai se determind o solutie de baza
(metoda coltului Nord-Vest, metoda costului minim pe linie, metoda costului minim pe coloana,
metoda costului minim pe matricea costurilor), iar in etapa a doua se aplicd algoritmul
potentialelor. Problema de transport se poate rezolva pe calculator cu programele: Qsb, Dsspom,
Lindo sau altele.

Observatii
1. Degenerarea problemei de transport.
Problema de transport este o problema de programare liniard, deci poate sd aibd solutii
degenerate si sa apard fenomenul de degenerare care poate conduce la ciclare. O solutie de baza
a problemei de transport in forma standard este nedegeneratd daca numarul componentelor sale
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diferite de zero (pozitive) este egal cu m + n — 1 si este degenerata daca are mai putin de
m + n — 1 componente nenule (pozitive). Degenerarea poate apare in timpul optimizarii in
momentul ciclului pentru determinarea valorii variabilei ce iese din baza, putdnd avea mai multe
variabile cu valoarea egala. Degenerarea problemelor de transport poate avea ca si consecinta
aparitia ciclarii 1n algoritmul potentialelor. O posibilitate de evitare a ciclarii consta 1n utilizarea
metodei perturbarii. Urmatoarea teorema stabileste situatiile cand apare degenerarea problemei

de transport.

Teorema

Problema de transport in forma standard (4.8) — (4.11) este degeneratda daca si numai daca
existd multimile de indici A si B,

astfel Tncat:

Ac{l,2, ..m,Bc{l,2,...,n},

Da=2b,

ieA jeB

Se presupune ca problema de transport (4.16) este degenerata.

> Xy=g;,i=1,2,...,m;
=1

Z X;=b,j=12...,n (4.16)

O posibilitate de evitare a cicldrii constd in utilizarea metodei perturbarii.

Metoda perturbarii consta in inlocuirea valorilor a; si b; din (4.16) respectiv cu a_, si E :
i=1,2,...m; j=1,2,...,n

=ai+t¢ ,1=1,2,...,m

b_:bn+m.e ,

unde £>0, & este numar real pozitiv si mic,

p - reprezintd ordinul de marime al celei mai semnificative cifre a datelor a; , 1 =1, 2, ..

10°°
2.m

O0< e<

(p = 2 pentru sute, p = 3 pentru mii etc.).

*

m

Se utilizeaza apoi algoritmul potentialelor pentru rezolvarea problemei de transport din

relatiile (4.17).
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X;=b ,j=1,2...,n; (4.17)

=2

X

1
.MB

Cij . X

n
i=1  j=1

Dupa rezolvarea problemei (4.17), in solutia optima obtinuta se pune & =0 , rezultand
solutia optima a problemei de transport degenerate din relatiile (4.16).

2. Determinarea celei mai defavorabile solutii a problemei de transport.
Daca se rezolva problema de transport de minimizare (4.8) — (4.11), obtinandu-se solutia
optima

Xmin:(xijmin)vizllzy--'1m;j:1’2""’n;

si valoarea minima a functiei obiectiv este fmin , apoi se considera problema de transport
(4.8) — (4.11), dar de maximizare cu aceleasi date, dar se cere max f, cea mai defavorabila si
nedoritd, ise determina solutia optima

XmaX:(XijmaX)li:1|2|"'1m;j:1’2""’n;

cu valoarea maxima a functiei obiectiv fyax , se obtine intervalul de incadrare a costului total al
transportului f. Rezulta:

f [ fmin ’ fmax ]

Evident ca este preferabila solutia optima fimi, , dar in situatia cea mai nefavorabila costul
total al transportului este frax -

Exemplul nr. 4.1.

Un produs se afld in diverse cantitdti in depozitele A1, Az, Az si trebuie transportat in
punctele de consum B;, By, B3, By. Oferta, cererea si costurile unitare de transport sunt date in
tabelul nr. 4. 2.

Tabelul nr.4. 2.
A B, B, Bs B4 Oferta
Bi ai

Ay 3 2 1 1 140

A, 2 1 3 1 180

As 1 2 3 1 80

Cererea | 90 110 115 85 S =400

bj

Ce cantitate trebuie transportatd din fiecare depozit in fiecare punct de consum, astfel incat
costul total al transportului sa fie minim.
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Se vor scrie ecuatiile problemei de transport de minimizare, se va determina o solutie de
baza prin cele patru metode prezentate si solutia optima. (Laborator)

Modelul matematic:
X1 + X2 + Xqz3 + Xq4 = 140
Xo1 + Xop + Xoz + X4 =180
Xa1 + X2 + X33 + X34 =80
X1+ Xo1 + X31 =90
Xz + X2 + X32 =110
X1z + Xoz + X33 = 115
Xig + Xog + X34 =85
Xi;>0,i=1,2,3,j=1,2,3,4
f=3 Xy +2 X+ 1. X3+ 1. X34 +2.X51 + 1. X + 3. X3+ 1.Xp4 +
+1.X31+2 . X3p+3. X33+ 1. X34
min f

Se rezolva cu programul QSB, rezultand solutia optima din tabelul nr. 4.3.

Tabelul nr. 4.3
3 2 1 1
0 0 115 25
2 1 3 1
10 110 0 60
1 2 3 1
80 0 0 0

Valoarea functiei obiectiv f pentru solutia optima va fi :
minf =1.115+1.25+210+1.110+1.60 1. 80 =410 u. m.
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Welcome to Q5B <{Quantitative Systemz for Business>?

Code
Program Mo . Program

=2 — Transzhipment problem

ress the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.

Welcome to your Transzhipment Prohlem <TRP» Decision Support System?

Option Function

——— Enter new problem
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TRP Model Entry for ptl

Press the SPACE BAR to continue if your entries are correct.

o

Se va determina cu programul Qsb solutia defavorabild, considerand pentru problema de
transport data de tabelul nr.4. 2 obiectivul max f. Solutia problemei de transport de maximizare
in acest caz este in tabelul nr. 4.4 si max =920 u. m.

TRPF Hodel Entry for ptmax

Fress the SPACE BAR to continue if your entries are correct.

Tabelul nr. 4.4
3 2 1 1
90 50 0 0
2 1 3 1
0 0 115 65
1 2 3 1
0 60 0 20

fe [fmin ) fmax]
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Rezulta fe [ 410, 920]

Evident ca este preferabild solutia optima fyj, = 410 unitafi monetare, dar in situatia cea
mai nefavorabila costul total al transportului este fnax = 920 unitai monetare (u.m.).
Se poate utiliza si programul DSSPOM pentru a determina min f.

C:\Users\user\Desktop\CERCET~2\DSSPOM\DSSPOM.EXE

Transportation Method

4.1.2. REZOLVAREA PROBLEMEI DE TRANSPORT NEECHILIBRATE
4.1.2.1. CAZUL CEREREA < OFERTA

Se considera problema de transport de minimizare data in tabelul nr.4.5 , cu cererea mai

n m
mica decat oferta. Deci: ij < z a

j=1 i=1

Tabelul nr.4.5
B; B B, B, Disponibil
A (Oferta)
di
Ay Cu C12 Cin Y
A, Ca C22 Con a
Am Cm1 Cm2 e Cmn dm
Necesar b, b, bn m
(Cererea) 2.8
bj o
b
j=1

Problema de transport neechilibratd, cu cererea mai micd decéat oferta, se echilibreaza prin
introducerea unui consumator fictiv Bps1 care ar avea nevoie de cantitatea de produs bp.; din

relatia (4.18), 1iar costurile sale unitare de transport sunt zero.

brer= D2, — Db, (4.18)
i=1 j=1

Cim1=0,i=1,2, ..., m.

Practic, la tabelul nr. 4.5 al problemei neechilibrate se mai adauga o coloana pentru
consumatorul fictiv, rezultand tabelul nr. 4.6.
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Tabelul nr. 4.6.

B; B B, Bn Bn+1 Disponibil
A (Oferta)
di
Ay Cu C12 Cin 0 a1
Ao Cox C22 Con 0 dy
Am Cm1 Cm2 Cmn 0 dm
Necesar by b, bn bn+1 I
(Cererea) 2.3~ b
b; T

Se determina solutia optima a problemei de transport modificata si echilibrata data de tabelul
nr. 4.6, iar solutia optima a problemei de transport initiale neechilibrate, cu cererea mai mica decat
oferta, se obtine renuntand la consumatorul fictiv Bps1, adica se taie coloana sa din tabelul solutiei
optime.

Exemplul nr. 4.2. Cererea < Oferta

Se considera problema de transport de minimizare data in tabelul nr. 4.7 , cu cererea mai
mica decat oferta.

Tabelul nr.4.7
A B: B> Bs B4 Oferta
B; ai
Ay 2 1 3 2 150
A, 1 2 3 1 150
As 3 2 1 2 200
Cererea | 90 75 95 140 500
bj 400

Pentru echilibrarea problemei de transport din tabelul nr.4.7 se introduce un consumator fictiv
Bs, rezultand tabelul nr. 4.8, care ar avea nevoie de cantitatea

bs = 500 — 400 = 100, iar costurile sale unitare de transport sunt zero, cs=0,i=1,2, 3.

Tabelul nr.4.8
A B B, Bs B4 Bs Oferta
Bi ai
A 2 1 3 2 0 150, 50, 0
0 50 0 0 100
A 1 2 3 1 0 150, 60, 0
90 0 0 60 0
Az 3 2 1 2 0 200, 105, 80,
0 25 95 80 0|9
Cererea | 90 75 95 140 100 S =500
bj 0 25 0 80 0
0 0
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Valoarea functiei obiectiv f pe solutia de baza din tabelul nr.4.8 este f=455 u. m.

Se determina o solutie de baza prin metoda costului minim pe linie.

Variabilele de baza sunt: VB = {X15, Xi5, Xo1, Xoa , X32, X33, X34 }

m+ n -1=3+5-1= 7, suntsapte variabile pozitive, deci este solutie de baza nedegenerata.

Se rezolva cu programul Qsb, rezultand solutia optima din tabelul nr. 4.9.
(X' optim) Tabelul nr.4. 9.

2 3 2 0

0 75 0 0 75
1 3 1 0

90 0 0 60 0

3 1 2 0

0 0 95 80 25
Valoarea functiei obiectiv f pe solutia optima este f = 480 u. m.
min f =480 u. m.

Se revine la problema de transport neechilibratd initiald prin renuntarea la ultima coloand
corespunzatoare consumatorului fictiv Bs in tabelul nr. 4.9, rezultand solutia optima a problemei
initiale in tabelul nr.4. 10.

(X*optim) Tabelul nr.4.10

2 3 2
0 75 0 0

1 3 1
90 0 0 60

3 1 2
0 0 95 80

Deci, depozitul A; va vinde doar 75 unitati de produs din 150 disponibile, depozitul A, va vinde
tot ce poate oferi : 150 unitati de produs, iar depozitul Az va vinde 175 unitati de produs din 200
disponibile. minf=480 u.m.

4.1.2.2. CAZUL CEREREA > OFERTA

Se considera problema de transport de minimizare data in tabelul nr.4.11 , cu

. n . n m
cererea mai mare decat oferta. Deci: >'b> > a

=1 i=1

Problema de transport neechilibratd, cu cererea mai mare decat oferta, se echilibreazd prin
introducerea unui depozit fictiv A+ care ar avea de oferit cantitatea de produs am+1 din relatia
(4.19) , iar costurile sale unitare de transport sunt zero.

n
dm+1 = ij -
j=1

Cmer,j=0,j=1,2, ..., n.

a, (4.19)
=1
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Tabelul nr.4.11

B; B B, Bn Disponibil
A (Oferta)
di
Ay Cu C12 Cin a1
A, Ca C22 Con a
Am Cm1 Cm2 Cmn dm
Necesar by b, b, m
(Cererea) Zl: &
bj . "
2.b,
j=1

Practic, la tabelul nr. 4.11 al problemei neechilibrate, cu cererea mai mare decat oferta, se
mai adauga o linie pentru depozitul fictiv An+1 ca in tabelul nr. 4.12.

Tabelul nr. 4.12

B; B1 B> Bn Disponibil
Ai (Oferta)
di
Aq C11 C12 Cin a1
A Co1 Co2 Con a
Am Cm1 Cm2 Cmn dm
Am+1 0 0 e 0 a.m+]_
Necesar b, b, bn md
(Cererea) 2a =2
b- i=1 j=1
j

Se determind solutia optima a problemei de transport echilibratd data de tabelul nr.4.12, iar
solutia optima a problemei de transport initiale neechilibrate din tabelul nr.4.11 , cu cererea mai
mare decat oferta, se obtine renuntand la depozitul fictiv Am+1, adica se taie linia sa din tabelul
solutiei optime.

Exemplul nr. 4.3. Cererea > Oferta

Se considera problema de transport de minimizare data in tabelul nr. 4.13 , cu cererea
mai mare decét oferta.

Tabelul nr.4.13

A B, B, Bs B4 Oferta
Bi ai
A 4 2 3 1 150
A 2 5 1 3 175
As 3 1 2 4 125
Cererea | 100 120 140 165 450
bj 525
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Pentru echilibrarea problemei de transport se introduce in tabelul nr.4.14 un depozit fictiv A4
care ar avea oferta sa, cantitatea a, = 525 — 450 = 75, iar costurile sale unitare de transport sunt

zero, C4=0,j=1,2,3,4,5.

Tabelul nr. 4.14

A B, B, B; B, Oferta
Bi ai
Aq 4 2 3 1 150, 0
0 0 0 150
A, 2 5 1 3 175, 35,0
35 0 140 0
As 3 1 2 4 125,5,0
5 120 0 0
Ay 0 0 0 0 75, 15,0
60 0 0 15
Cererea | 100 120 140 165 525
bj 65 0 0 15
60 0
0

Se determina o solutie de baza prin metoda costului minim pe linie.

Valoarea functiei obiectiv f pe solutia de baza este f = 495 u.m.

Variabilele de baza sunt: VB = {Xy4, Xo1, Xo3, X31, X32, X41, Xag}

m+n-1=4+4-1= 7, suntsapte variabile pozitive, deci este solutiec de baza nedegenerata.
Solutia din tabelul nr.4.14 este optima, notatd cu Xloptim , minf=495u. m.

Se revine la problema de transport neechilibratd initiald prin renuntarea la ultima linie
corespunzatoare depozitului A4 rezultand solutia optima din tabelul nr. 4.15.

Tabelul nr.4.15

A B, B, Bs B, Oferta
B; aj
Ay 4 2 3 1 150
0 0 0 150
A 2 5 1 3 175
35 0 140 0
As 3 1 2 4 125
5 120 0 0
Cererea | 100 120 140 165
bj
min f =495 u. m.
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Consumatorul B; primeste 35 unitati de produs, desi avea nevoie de 100; consumatorul B,
primeste 120 unitati de produs, exact cat are nevoie; consumatorul Bs primeste 140 unitati de
produs, exact cét are nevoie; consumatorul B, primeste 150 unitati de produs, desi avea nevoie
de 165.

4.2. PROBLEMA DE TRANSPORT CU RUTE INTERZISE (BLOCATE)

Exista situatii practice in care anumite rute intre furnizori i consumatori nu pot fi folosite
la un moment dat, numindu-le rute interzise sau blocate, dar trebuie rezolvata problema de
transport. Rezolvarea problemei de transport cu rute interzise (blocate) se face cu problema de
transport de minimizare clasica, obisnuitd, dar se modificd costurile unitare de transport ale
rutelor interzise (blocate), atribuindu-le valori mai mari decat toate costurile c;; pentru ca
algoritmul sd ocoleasca rutele interzise. De exemplu, dacd din depozitul Ax nu se poate
transporta Tn punctul de consum By, se va atribui lui cir o valoare mare care verifica: cix > Cjj ,
1=1,2,...,m;j=1,2, ..., n Variabila Xy nu va fi de baza nici in solutia de baza initiala, nici
pe parcursul iteratiilor algoritmului.

Observatie

Daca sunt verificate inegalitatile:

ax > %.izml:ai

br > E.ij
2 j=l

, atunci ruta Ay , B; nu poate fi evitata oricat de mare ar fi valoarea cy, atribuita costului unitar
corespunzator. Trebuie cautat Incd un furnizor sau consumator pentru rezolvarea problemei.

Exemplul nr. 4.4,

Se considera problema de transport de minimizare data in tabelul nr.4.7 , pe care o reluam in
tabelul nr.4.16, considerand ca ruta de la A; la B3 este interzisa. Se va atribui un cost mai mare
lui cy3 decat toate costurile din tabel, de exemplu se pune c;3 =99 in tabelul nr. 4.17 .

Tabelul nr.4.16

A B, B, Bg B4 Oferta
Bj aj
A 3 2 1 1 140
Ao 2 1 3 1 180
Az 1 2 3 1 80
Cererea 90 110 115 85 S =400
bj
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Tabelul nr.4. 17

\j B B, B; B, Oferta
Bi ai
A 3 2 99 1 140, 55, 0
0 55 0 85
A; 2 1 3 1 180, 125, 115,
10 55 115 0|0
As 1 2 3 1 80, 0
80 0 0 0
Cererea | 90 110 115 85 S=400
bj 10 55 0 0
0 0

Se determina o solutie de baza in tabelul nr.4.17 prin metoda costului minim pe ansamblu
matrice. Variabilele de baza sunt: VB = {Xj12 , X14 , Xo1, X2, Xoz , Xa1}, deci Xy3 nu este
variabild de baza. Valoarea functiei obiectiv f pe solutia de baza este f= 695 u.m. Se rezolva
problema de transport din tabelul nr.4.17 cu programul Qsb si rezulta cd solutia de bazd din
tabelul nr. 4.17 este optima.

Ruta din A la Bs este evitata, nu este folosita, min f = 695 u. m.

Laboratorul nr. 6 — se vor rezolva cu programele Qsb si Dsspom exemplele din curs, eventual

diverse modificari ale coeficientilor problemelor respective sau prob

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C7

4. 3. PROBLEMA DE TRANSPORT DE MAXIMIZARE

Existd probleme practice al caror model matematic este acelasi cu al problemei de
transport de minimizare, dar care cer maximizarea functiei obiectiv.

Daca 1n problema de transport consideratd in relatiile (4.8) — (4.11) se considera ca si
criteriu de optimizare criteriul de maximizare a functiei obiectiv f, se obtine modelul matematic
al problemei de transport de maximizare, data de relatiile (4.20).

Zn: Xij=ai, i=12,..

j=1

- My

m

D Xy=h,j=1,2,..

i=1

X; 2

5 N

0,i1=22,...m;j=12,...,n (4.20)
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f(X) = Cij . Xjj

m
=1

n
j=1

max f(X)
unde: g 20, b;20,c; 20, X=(Xj),i=1,2,...m;j=12,..n;

Se presupune ca problema de transport de maximizare (4.20) este echilibrata, este adevarata
relatia (4.21).

a=>b (4. 21)

i ]

m n
=1 j=1

Problema de transport de maximizare (4.20) se rezolva asemandtor cu problema de
transport de minimizare, in doud etape. In prima etapd se determini o solutie de bazi a
problemei (4.20) cu una din metodele:

- metoda colfului nord-vest, care este aceeasi cu cea analizata la problema de transport de
minimizare;

- metodele costului minim pe linie, pe coloand sau pe ansamblu matrice costuri, se
inlocuiesc cu metodele profitului (venitului, costului) maxim pe linie, pe coloana sau pe
ansamblu matrice a profitului (venitului, costurilor), deci se alege profitul (venitul,
costul) maxim pe linie, pe coloana sau pe ansamblu matrice, pentru a determina variabila
cu care se incepe gasirea solutiei de baza.

In etapa a doua se utilizeaza solutia de bazi determinati in prima etapa, aplicand algoritmul

potentialelor pentru problema de maximizare.

Observatie.
Dacai se rezolva problema de transport de maximizare (4.20), obtinandu-se solutia optima

Xmax:(xijmax)’i:]_’z’.”, m;j:1,2,..., n;
s1 valoarea maxima a functiei obiectiv este fynax , apoi consideram problema de transport de

minimizare obtinutd din relatiile (4.20), dar se cere min f si i se determina solutia optima (de
minimizare, nedoritd)

XM= (MY i=1,2,. .., m;j=1,2, ...,
cu valoarea minima a functiei obiectiv fimin , se obtine intervalul de incadrare a profitului total f,

fe [fmin,fmax]

Evident ca este preferabild solutia optimd fnax , dar in situatia cea mai nefavorabila
profitul (venitul) total este frin .

Exemplul nr. 4.5.

In fabricile (sectiile, atelierele) F1, F» , F3 se pot fabrica produsele din tipurile Py , Py, P3,
P, , Ps . In cele trei fabrici (sectii, ateliere) conditiile de fabricatie sunt diferite, deci cele cinci
tipuri de produse se pot fabrica cu costuri de productie diferite, rezultand un profit diferit la
fabricarea si vanzarea aceluiasi tip de produs, conform tabelului nr. 4.23. Profitul unitar obtinut
prin fabricarea si vanzarea produsului P; fabricat in fabrica (sectia, atelierul) F; este egal cu cjj ,
i=1,2,3;5=1,2, 3,4, 5. Profitul unitar, oferta si cererea sunt date in tabelul nr. 4.23. Sa se
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determine cantitatea care trebuie sa se fabrice din fiecare produs in fiecare fabrica (sectie,
atelier) astfel incat profitul sa fie maxim.

Se determina solutia de baza prin metoda profitului maxim pe linie

Se noteaza cu Xjj cantitatea din produsul P;j ce se va fabrica in fabrica (sectia, atelierul) F; ,
1=1,2,3;)=1,2,3,4,5.

Modelul matematic:

X1+ Xpo + Xyz + Xyg + X5 =175
Xo1 + Xz + Xoz + Xog + X5 =225
Xa1 + X3z + Xaz + Xazg + X35 = 200
X1+ Xo1 + X3 =130

X2+ X+ X3 =90

X1z + Xz + Xa3 =120

Xia + Xoa + X34 =180

X5+ Xo5 + X35 =80
Xij>0,i=1,2,3;j=1,2,3,4,5
f=2X11+3. X+ ... +4. X35

max f
Tabelul nr.4.23
P; Ps P> P3 P4 Ps Capacitatea
Fi maxima de
productie
(Oferta)
d
F1 2 3 1 4 3 175,0
0 0 0 175 0
F, 1 2 4 3 1 225, 105, 100,
0 90 120 5 10 | 10,0
Fs 4 2 1 2 4 200, 70,0
130 0 0 0 70
Cererea 130 90 120 180 80 S =600
(Necesar) 0 0 0 5 70
bj 0 0

Valoarea functiei obiectiv f pe solutia de bazd determinata este f = 2185 u. m. Variabilele de
bazd sunt: VB = {Xu14, X2z, X3, X24, X25, X31, X35}
m+ n -1=3+5-1= 7, suntsapte variabile pozitive, deci este solutie de bazd nedegenerata.

Tabelul nr.4.24

2 3 1 4 3
0 0 0 165 10

1 2 4 3 1
0 90 120 15 0

4 2 1 2 4
130 0 0 0 70

Valoarea lui f pe noua solutie de baza este: f =2195 u. m.

VB = {Xui4, Xi5, X2z, X3, Xoa , X31, X35}
, S-a obtinut solutia optima in tabelul nr.4.24 , max f=2195 u.m. ,

Z32 =0 , optim dublu, a doua solutie optima se obtine prin introducerea in baza a lui X,
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Tabelul nr.4.25

2 3 1 4 3
0 90 0 75 10

1 2 4 3 1
0 0 120 105 0

4 2 1 2 4
130 0 0 0 70

max f =2195 u. m.

BN Q5B

|_|:|||E|-I§E-

TRP Model Entry for ptmax

Frezsz the SPACE BAR to continue if your entries are correct.

Daca in problema de transport din tabelul nr. 4.23 se va considera min f, se va determina
solutia pesimd, cea mai defavorabila si nedoritd, cu cel mai mic profit in conditiile date, din

tabelul nr. 4.26 si min f =925 u. m.,

Tabelul nr.4.26

2 3 1 4 3
55 0 120 0 0

1 2 4 3 1
75 70 0 0 80

4 2 1 2 4
0 20 0 180 0

deci, T e [ fmin, fmax ]

rezulta: fe [ 925, 2195],
evident cd este doritd si preferata solutia optima max f =2195 u. m.
Pe calculatoare se pot utiliza pentru rezolvarea problemei de transport (echilibratd sau

neechilibratd, de minimizare sau de maximizare) programele:
- Qsb, modulul Transshipment problem;
- Dsspom, modulul Transportation Method;

- Lindo sau alte programe.
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4.4. PROBLEMA DE TRANSPORT CU CENTRE INTERMEDIARE

Un produs se afla In m depozite initiale Ay , Az, ..., An , respectiv 1n cantitatile a;, a; ,
..., am Sl trebuie transportat in centrele intermediare D1, Dy, ..., Dy, care au capacitatile (cererea
1) respectiv egald cu di, dz, ..., dp . Din depozitele intermediare produsul trebuie transportat pe
piatd in centrele de consum By , By, ..., By, care au cererea (cererea 2) respectiv egald cu by , b,
,..., bn . Costul unitar de transport din depozitul A; in depozitul intermediar D este Cix , iar costul
transportului din depozitul intermediar Dy in centrul de consum B; este qi; . Datele problemei

sunt sintetizate in tabelele nr.4.27 sinr. 4.28 .
Tabelul nr. 4.27

D« D1 D, Dp Oferta 1
A ai
A1 C11 C12 Cip a1
A; Co1 C22 Cop a
Anm Cmi1 Cm2 Cmp am
Cererea 1 ds dz dp m
dx ; 4
p
2.0
k=1
Tabelul nr. 4.28
B; B, B> Bn Oferta 2
Dy dk
D, Ju1 J12 J1p d;
D 021 022 J2p d»
Dp Om1 Om2 Omp dp
Cererea 2 b, b, b, p
by 2.
b
-1

Se cere sa se determine ce cantitate se transporta din depozitele initiale A; in depozitele
intermediare Dy si din depozitele intermediare Dy la centrele de consum Bj,i=1,2,...,m; k=
1,2,....,p;j=1,2, ..., n, astfel Incat costul total al transportului sa fie minim.

Sunt verificate conditiile:

Cik 20,0 20,8 20,dx 20,0 20,i=1,2,...,m;k=1,2,..,p;j=1,2,...,n;

In prima etapa depozitele intermediare Dy reprezintid cererea, numitd cererea 1, apoi
acestea devin ofertd, numite oferta 2 si centrele de consum B;j sunt cererea 2.
Se noteaza cu Xik cantitatea ce se transporta din depozitul initial A; ih depozitul intermediar Dy si

cu Y\ cantitatea ce se transportd din depozitul intermediar Dy la centrele de consum B; ,
1=1,2,....m;k=1,2,...,p;j=1,2,...,n.

Schematic avem:
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Cik i
Ai,ai — Dx,dk — B;j, by
X

ik Yy
Modelul matematic este dat de relatiile (4.22).

p

ink =q ,1=1,2,...,m;
k=1

3

ink:dk ,k=1,2,...,p;

=1

dYy=d  k=1,2,...,p; (4.22)
j=1
P
ZYkJ b] 7_] 1’ 2’ ’ n,
k=1

Xe20,Y,20,i=1,2, ... mk=12,..,p;j=1,2,...,n

Rezolvarea problemei (4.22) se reduce la rezolvarea a doua probleme de transport de
minimizare (4.23) si (4.24), acestea fiind independente .
p

Z:Xikzai ,i=1,2, ..., m;

k=1

inkzdk Jk=1,2,...,p; (4.23)

Yy=b;,i=1,2,...,n; (4.24)

Rezolvarea problemei de transport din relatiile (4.22) constd In determinarea solutiei optime
pentru problemele de transport (4.23) si (4.24).
Costul minimal problemei (4.22) vafi: minf =minf 1 + minf;

Pe calculator se pot utiliza pentru rezolvarea problemei de transport cu centre intermediare
programele:

- Qsb - modulul Transshipment problem;
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- Dsspom - modulul Transportation Method,;
sau cu alte programe.

Exemplul nr. 4.6.

Un produs se afla in m =4 depozite A; , Ay, Az, Ag, respectiv 1n cantitatile 100, 80, 190,
30 si trebuie transportat in p = 2 centre intermediare D; , D, , care au capacitatile (cererea 1)
respectiv egald cu 250 si 150. Din depozitele intermediare D; , D, produsul trebuie transportat pe
piatd in n = 5 centre de consum B; , B, , B3, By, Bs, care au cererea (cererea 2) respectiv egala
cu 50, 80, 120, 60, 90. Costul unitar de transport din depozitul A; in depozitul intermediar Dy
este cix , iar costul transportului din depozitul intermediar Dy Tn centrul de consum B; este g .
Costurile unitare de transport date de matricile C si Q, oferta 1, oferta 2, cerereal si cererea 2
sunt sintetizate in tabelele nr.4.29 si nr.4.30. Sa se determine ce cantitate se transportd din
depozitele initiale A; Tn depozitele intermediare D si din depozitele intermediare Dy la centrele
deconsumB;,i=1,2,3,4;
k=1,2;5=1,2,3,4,5, astfel incat costul total al transportului sa fie minim.

C=(cy)  Q=(ay),i=1,2,3,4 k=1,2;j=1,2,3,4,5.

Tabelul nr.4. 29

Dy D, D, Oferta 1
A a
A 5 7 100
A, 8 6 80
Az 9 4 190
A4 10 5 30
Cererea 1 250 150 S =400
di
Tabelul nr. 4.30
Bj B, B, Bs B4 Bs Oferta 2
Dk dk
D, 3 6 5 7 9 250
D, 2 8 4 3 5 150
Cererea 2 50 80 120 60 90 S =400
bj

Schema transportului cu centre intermediare este:

C

Ay

A1, A2, A3, Ay, > D1,D2 3B;,B;,B;3,B4,Bs
X

ik Y
Modelul matematic al problemei de transport cu centre intermediare este in acest caz concret:

X11 + X2 =100

Xo1 + X2 = 80
Xz + X3, =190
Xa1 + Xg2=30

X1+ Xop + Xz1 + Xy =250

X1z + Xoz + X3 + Xg2 =150
Yiu+ Yo+ Yiz+ Y+ Yi5=250
Yor+ Yoo+ Yo+ Yo+ Yo5 =150
Y11 +Yo =50

Y12+ Yy =80
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Yi3+ Y3 =120

Y14+ Y24 =60

Y15+ Y25 =90
XikZO,ijZ0,i:1,2,3,4;k:1,2;j:1,2,3,4,5
f=f+1f,

min f

notatiile sunt:

fi=5 X1+ 7. X2+ ... +5.Xu
f,=83Y11+6.Y o+ ... +5Y5
minf= minf; + minf,

Rezolvarea problemei de transport cu centre intermediare se reduce la doud probleme de
transport clasice de minimizare cu functiile obiectiv fj si f5 .

X1+ X412 =100

Xo1 + X2 = 80
Xz + X3, =190
Xa1 + Xg2=30

X1+ Xop + Xa1 + Xy =250
Xz + Xop + X3 + Xgo =150
Xik>20,i=1,2,3,4:k=1,2
fl = 5.X11 + 7.X12 + ...+ 5.X42
min f;

Yiu+ Yo+ Yiz+ Y+ Yi5=250
Yo+ Yo+ Yo+ Yyt Yys=150

Y11+ Yo =50
Y12+ Y2 =80
Y13+ Y =120
Yia+ Yo =60
Y15+ Y25 =90

ij >0,k=1,2;j=1,2,3,4,5
f=83Y11+6.Y o+ ... +5Y5
min f,

Se rezolva cele doua probleme de transport cu programul Qsb (modulul Transshipment problem)
si se obtin solutiile lor minime.
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TRP Model Entry for ptil

Fress the SPACE BAR to continue if vour entriesz are correct.

Tabelul nr.4.31

Dy D. D, Oferta 1
A aj
Ay 5 7 100
100 0

A, 8 6 80

80 0
Az 9 4 190

40 150
Ay 10 5 30

30 0
Cererea 1 250 150 S =400
di
min f; = 2400 u. m.
&8 QSB | S

TRP Model Entry for pti
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Tabelul nr.4.32

Bj B, B, Bs B4 Bs Oferta 2

Dk dk
D, 3 6 5 7 9 250

50 80 120 0 0
D, 2 8 4 3 5 150

0 0 0 60 90

Cererea 2 50 80 120 60 90 S =400
bj

min f, = 1860 u. m.
min f = min f; + min f, = 2400 + 1860 = 4260 u. m.

Se va determina si solutia defavorabila, evident nedorita, prin rezolvarea problemei de
transport cu centre intermediare de maximizare, deci aceleasi restrictii dar se cere max f, care se

reduce la doud probleme de transport clasice de maximizare cu functiile obiectiv f; si f; .

rezolva cele douda probleme de transport de maximizare cu programul Qsb (modulul

Transshipment problem) si se obtin solutiile lor maxime in tabelele nr. 4.31A sinr.4.32 A.

Tabelul nr.4.31,A

Dy D. D, Oferta 1
A dj
A 5 7 100
0 100
A 8 6 80
30 50
As 9 4 190
190 0
A4 10 5 30
30 0
Cerereal 250 150 S =400
d
max f; = 3250 u. m.
Tabelul nr.4.32 A
Bj B, B, Bg B4 B5 Oferta 2
Dy dx
D, 3 6 5 7 9 250
0 0 100 60 90
D, 2 8 4 3 5 150
50 80 20 0 0
Cererea2 | 50 80 120 60 90 S =400
bj

max f> = 2550 u. m.

max f = max f; + max f, = 3250 + 2550 = 5800 u.m.
deCI, fe [fmin y fmax]

rezulta:

evident ca este dorita si preferatd solutia optimd min f =4260 u. m.

fe [4260 ,58007,
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4.5. PROBLEMA DE TRANSPORT TRIDIMENSIONALA

Problema de transport tridimensionald constd in transportul din m depozite a p produse
(materiale, materii prime) in n centre de consum (localitafi, magazii) si minimizarea costului
total al transportului.

Inm localitdti (depozite) A1, Az, ..., An se afla p produse (materiale) P1, P> , ..., Pp
in cantitatile a , 1=1,2, ..., m;k=1,2, ..., p; sise transportd In n centre de consum
(localitati, magazii) B;, By, ..., Bpincantitatile b, j=1,2,...,mk=1,2,...,p.

Deci, oferta in A; este aj si cererea in Bj este bjx , iar costul unitar de transport a unitdtii de
produs P din A; Tn Bjeste Cij ,1=1,2,..., m;j=1,2,...,mk=1,2,...,p.

Se noteaza cu gj cantitatea maxima ce se poate transporta din A; in B; . Ce cantitate trebuie
transportatd din fiecare depozit si fiecare produs la fiecare punct de consum, astfel incat costul
total al transportului sa fie minim.

Pentru rezolvare, se noteaza cu Xjj cantitatea din produsul Py transportatd din A;j n B;j .
Modelul matematic este in relatiile (4.25a).

Z Xijk:bjk,j:1,2,...,n;k:l,2,...p

i=1

Z Xijk:aik,izl,z,...,m;k:1,2,...,p

j=1

Z Xijk < gij,i:l,2,...,m;j=l,2,...,n

k=1

Xijk=>20,i=1,2,..,m;j=12,..,n;k=1,2,..p (4.25a)

m n P

f(X) = Z Z Cijk . Xijk
-1 j=1 k=1

min f(X)

care este modelul problemei de transport tridimensionala ce se rezolva cu algoritmul de transport
tridimensional.
Trebuie sa fie indeplinite conditiile (4.25b).

i=1 j=1
p n
Zaik :zglj 7i:11 21---1m; (4.25b)
k=1 j=1

O alta rezolvare a problemei date de relatiile (4.25) este prin transformarea problemei de
transport tridimensionala, deci cu trei indici, intr-o problema de programare liniara, Tn care
variabilele vor avea un indice.
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Cu aceste notatii se obtine o problema de programare liniard cu m.n +m.p +n.p restrictii
si m.n.p variabile, care se poate rezolva utilizand programele calculator Qsb, Dsspom, Lindo sau
alte programe. O alta rezolvare a problemei de transport tridimensionala se poate face prin
programare liniara prin redenumirea variabilelor cu trei indici prin variabile cu un indice si apoi
se utilizeaza un program pe calculator, de exemplu Qsb, modulul linear programming. Sunt
posibile doua variante de introducere a variabilelor.

De exemplu, se noteaza:
Y1 =X, Yo =Xy etc.

Sau a doua varianta.
Astfel, se poate nota (sau altfel):

X111 = X113, X112 = Xy3, etc., iar la intrebarea programului Qsb:
Do you want to use default variable names (X1, X2, ..., Xn) (Y/N)?
Se va raspunde N, apoi cand apare mesajul:
Enter the variable names using ...
Se vor introduce numele variabilelor: X111, X112, X113 etc.

Modelul matematic (4.25) se poate utiliza si in logistica intreprinderii, pentru
minimizarea costurilor de transport ( intern sau extern) , considerand ca se face aprovizionarea
firmei din m depozite A;, Ay,..., Am, Cu p tipuri de materii prime (materiale) Py, Pa, . . . Py,
pentru n sectii,ateliere sau magazii By, B, ,..., B, . Modelul (4.25) se poate utiliza si in
minimizarea costurilor distributiei produselor firmei, considerand ca in m ateliere A, A, . . .,
An se fabrica (sau in m magazii sunt depozitate) p produse Py, Py, . .., Py, care se vor vinde
(distribui) pe piata in punctele (magazinele) By, By, ..., B, .

Exemplul nr. 4.6.T3

Inm=23 localitati (depozite) Ay , A, , Az se afla p = 2 produse (materiale) P; , P, 1n
cantitatile aj , 1=1, 2, 3; k=1, 2; si se transportd Tn n =4 centre de consum (localitati, magazii)
B:1, B2, B3, Bsincantitatile b, j=1,2, 3,4, k=1, 2.

Deci, oferta este ajx si cererea bji , iar costul unitar de transport a unitatii de produs Py din A;j Tn
Bjeste Cix,1=1,2,..., m;j=1,2,...,mk=12,...,p, m=3;n=4;p=2.

Se noteaza cu gjj cantitatea maxima ce se poate transporta din A; n B; . Ce cantitate trebuie
transportatd din fiecare depozit si fiecare produs la fiecare punct de consum, astfel incat costul
total al transportului sd fie minim. Datele sunt in cele 3 tabele urmatoare.

Tabelul nr. 4.32 P1. Oferta aj; , cererea bj; si costurile de transport cij; pentru produsul P1
B; B1 B> Bs B4 Oferta
A produsului
P1
ai1
Ax 3 6 1 2 100
A, 2 4 3 1 180
As 1 2 3 5 150
Cererea 90 110 115 115 S1=410
produsului S, =430
P1
bj1
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Tabelul nr. 4.32.P2. Oferta ai, , cererea bj, si costurile de transport cjjz pentru produsul P2

Bj B, B, B3 B, Oferta
Ai produsului
P2
ai2
Ay 3 120
Az 4 140
Az 1 145
Cererea 90 125 115 75 S =405
produsului
P2
bi»
Tabelul nr. 4.32. gij . Valorile gij
B; B, B, B; B,
A
Aq 60 35 80 45
A, 80 90 80 70
As 40 110 70 75
Solutia 1. Modelul matematic este cu inegalitati pentru a se evita erorile de rotunjire.
X111 + X121 + X131 + X141 >=100
X211 + X221 + X231 + X241 >=180
X311 + X321 + X331 + X341 >=150
X112 + X122 + X132 + X142 >=120
X212 + X222 + X232 + X242 >=140
X312 + X322 + X332 + X342 >= 145

X111 + X211 + X311<=90
X121 + X221 + X321 <= 110
X131 + X231 + X331 <=115
X141 + X241 + X341 <=115

X112 + X212 + X312 <=90

X122 + X222 + X322 <= 125
X132 + X232 + X332 <= 115

X142 + X242 + X342 <=75

X111 + X112 < 60
X121 + X122 < 35

X131 + X132 < 80
X141 + X142 < 45

X211 + X212 < 80
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X221 + X222 < 90
X231 + X232 < 80
X241 + X242 < 70

X311 + X312 < 40
X321 + X322 < 110

X331+ X332 <70
X341 + X342 < 75

Xijk>0,i=12,..m;j=12,..n;k=1,2,..,p; m=3;n=4;p=2;
Xijke Z,i=12,...,m;j=1,2,...n;k=1,2,...,p; m=3;n=4;p=2;

f = 3.X111 + 6.X121 + X131 + 2.X141 + 2.X211 + 4.X221 + 3. X231 + X241 + X311 +
+2.X321+ 3. X331 +5.X341 + X112 + 2.X122 + X132 + 3.X142 + 2.X212 + X222 + 3.X232+
+4.X242 + 5.X312 + 2.X322 + 3.X332 + X342

Min f

Se rezolva cu programul Qsb, modulul linear programming (sau alt program),. Se poate rezolva

si cu programul Qsb (sau alt program), modulul integer linear programming.

Sunt 24 variabile si 26 restrictii care se introduc In programul Qsb.
=N QSB -

LP HModel Entry for pt3

Fress the SPACE BAR to continue if your entries are correct.
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&8 QSB ) E=REORT X

Enter the variable names using at most 4 characters Page 1

Al11 A121 A131 Aldl A211
R221 A231 A241 A311 A321
A331 A341 Al112 A122 A132
nl142 n212 n222 n232 n242
A312 A322 R332 A342

5] CaUsers\ADMINI~14DesktophCERCET~1VQSENLP.EXE | =R X |
Modify The Model Coefficients Page

+3 . A888A +6 . ABAAA +1 . ABAAA +2 .A888A +2 .A888A
+4 _A868A +3 . A868A +1 . A8EA8A +1 . A8A8A +2 . A868A
+3 . A8A8A +5 . A888A +1 . ABAAA +2 .A888A +1 . ABAAA
+3 . A868A +2 . A868A +1 . A8A8A +3 . A868H +4 _A868H
+5 . 886884 +2 . A86884 +3 . 486884 +1 . A888A

+1 . ABAAA +1 . ABAAA +1 . ABAAA +1 . ABAAA +.AAAAAA
+.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA
+.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA
+.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA + . BEBABA
+.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA 2 +18@.0684
+.BABEABA +.BABEABA +.BABEABA +.BEBABA +1 . A8EA8A
+1 . ABAAA +1 . ABAAA +1 . ABAAA +.AAAAAA +.AAAAAA
+.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA
+.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +_B0AA8A
+.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA : +180.0606804
+.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.BAAAAA +.BAAAAA
+.BABEABA +.BABEABA +.BEBABA +1 . A8EA8A +1 . A8EA8A
+1 . ABAAA +1 . ABAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA
+.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA +.BEBABA + . BEBEBA
+.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA +.AAAAAA 2 +15@.0684
+.BE868A +.BABERA + . BABEBA + . BABEBA + . ABEBA
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T CAUsers\ADMINI-~1\Desktop\CERCET~ 1\QSB\LP.EXE E=REEN X
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+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aa +.Baaa6aa
+. BBBB6EA +. Bana6aa +1 . A0888 +1 . ABB6EA +1 . AB868
+1 . ABB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6ea
+.ABAAAA +.BABAAA +.AABAAA +.ABAAAA 2 +126.0804
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+. 88068 +.BB8B06a +. 8088068 +. 88068 +. 808868
+. ABBB6EA +1 . AB86aa +1 . A0888 +1 . ABB6EA +1 . 88868
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA 2 +140.888
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+.A8AAAA +.BABAAA +.BAAAEA +.ABAAAA +.BABAAA
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+. BBBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aa +.Baaa6aa
+1 . 86868 +1 . A8B6a +1 . 88668 +1 . B8B68 2 +145.088
+1 . ABB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aa +1 . AB868
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +1 . ABB6EA +.Baaa6aa
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+.A8AAAA +.BABAAA +.BAAAEA +.ABAAAA +.BABAAA
+. ABBB6EA +. Bana6aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA L +98.00684
+. BBBB6EA +1 . AB86aa +.Baaeaa +.BBB8a6aA +.Baaa6aa
+1 . A8B68 +. 808068 +. 0088068 +. 88068 +1 . A8a68
+. BBBB6EA s 1515] 51517 ] gl 5151515517 g 5151551517 ] gl 51515151515

P C\Users\ADMINI~1\Desktop\CERCET~ 1\QSB\LP.EXE E=RA=N )
Hudify‘ihe Model Coefficients Page 3

+.A80AAA +.A80A8A +.A80A8A +.A80HAA +.B80H8A
+.A8BAAA +.A80AAA +. 880884 g 51715151515 L +118.8688
+.A80A8A +. 880884 +1 . AAAAA +.A8888A +.A8AAAA
+.A80A6A +1 . ARABA +.A80A6A +.A80A6A +.A8RE6A
+1 . ARAAA +.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RE6A
+.A8BAAA +.A80A6A +.A80A6A +.A8BA6A +.B80A6A
+.A80AAA +.A80A8A +.A80A8A +.B80H8A £ +#115.86808
+.A8BAAA +.A80AAA +. 880884 +1 . AABAA +.ABAEAA
+.A80A8A +. 880884 +1 . AAAAA +.A8888A +.A8AAAA
+.A8RA6A +1 . ARABA +.A80A6A +.A80A6A +.A8RE6A
+.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RE6A
+.A8BAAA +.A80A6A +.A80A6A +.A8BA6A £ +115.86808
+.A80AAA +.A80AAA +.A80AAA +.A808AA +.AB0EAN
+.A8BAAA +.A80AAA +. 880884 g 51715151515 +.ABAEAA
+. 880080 +. 880880 +1 . 8880 +. 8868080 +. 80880
+.A80A6A +1 . ARABA +.A80A6A +.A80A6A +.B8RE6A
+1 . ARAAA +.A8RA6A +.A8RA6A +.A8RA6A L +90.868680
+.A8BAAA +.A80A6A +.A80A6A +.A8BA6A +.A8BEAA
+.A80AAA +.A80AAA +.A80AAA +.A808AA +.AB0EAN
+.A8BAAA +.A80AAA +. 880884 +1 . AABAA +.ABAEAA
+. 880080 +. 880880 +1 . 8880 +. 8868080 +. 80886
+.A80A60 +1 . ARABA +. ABRAAA + . AARAAA L +125.8688
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4. 000000
+. 80006
+.AAP06
+.AAP06
+_.AABO06
+_.AEBBEO6
+_.AEBBEO6
+_BERE66
+1 . ABAB6
+_APA06
+1 . ABAOG
+_.AIPA6R
+_.AAPAO6
+.AAPABR
+.AAPABR
+.AAPABR
+. ARG
+.ARBARR
+.AARARR
+. A6
+.AAP06
+.AAO06

Ael ChUsers\ADMINI~1\Desktop

- BEBAEA
+.A80BAA
+.H80EEA
+.H80EEA
+.H80BAA
+.A80BAA
+1 . A0BAA
+.A800AA
+.A8AAAA
+.A8AAAA
+.A8AAAA
+. 80084
+. 880884
+.A80E8A
+1 . AREBA
+.A80E8A
+.A80E8A
+.A80E8A
+.A80BAA
+.A80BAA
+.H80EEA
+.B8088A

+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA
+. BBABAEA
+. BBABAEA
+. ABABAA
+. ARARAA
+. ARARAA
+. ABARAA
+. ABAAAA
+. ABAAAA
+1 . AAAAA
+. ABAAAA
+. ABAAAA
+. 80808
+. ABABAA
+. ABABAA
+. ABABAA

+. 8086860
+. 8086860
+. 8086860
+. 88080868
+1 . AA8AA
+. 8086068
+.A80860A
+.H8080A
+.H8080A
+. 8686840
+.A808684A
+. 8086848
+1 . AABAA
+.A8088A
+.A8088A
+.A8A88A
+. 868868
+. 868868
+. 88086868
+. 88080868
+1 . 8A8AA
pay 5 1515]515]5]

+.B8ABAA
+.B8ABAA
+.B8A8AA
+1 . AABAA
+.B8ABAA
+.B8ABAA
+.B8ABAA
+.B8ABEA
+.B8ABEA
+1 . AABEA
+.B8ABAA
+.B8ABAA
+.A8ABAA
+.AAAAA
+.AAAAA
+.AAAAA
+. 888688
+1 . AABAA
+. 8808088
+.B8ABAA
+.B8ABAA
B 51551517}

+.A80A6A
+. 680884
+1 . A0EAA
+. 80864
£ +115.68688
+.A680B6A
+.A80B6A
+.H80EAA
+1 . A0EAA
L +75 8680
+.A000AA
+.A000AA
+.A000AA
g 5101515151
L +6A.8084
+.A00AAA
+. 80884
+. 80884
+. 8806884
£ +35.860680
+.A80A6A
+. ABREAA

+.A80EAA
+.A80BAA
+.H80EAA
+.H80EAA
+.A80BAA
+.A80BAA
+.A800AA
+.A800AA
+.A8AAAA
+.A8A0AA
+.A8A0AA
+1 . AABAA
+.880884
+.A80E8A
+.A80E8A
+.A80E8A
+.A80E8A
+.A80EAA
+.A80B6A
+1 . ARBAA
+.H80EAA
+.H80AAA

WCERCET~1"
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+.A80E0A
+.AB0B0A
+.HB0EAA
+.HB0EAA
+.A80BAA
+.A800AA
+.A806AA
+.A806AA
+.A80AAA
+.A80AAA
+.A80AAA
+.A80884
+.B806884
+.A80E0A
+.A80E0A
+. 80804
+1 . B0EAA
+.A80E0A
+.AB0B0A
+.AB0B0A
+.HB0EAA
+ . ABBAAA
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+.A80E8A
+.A00B6A
+.H00EAA
+1 . A0EAA
+.A00BAA
+.A00BAA
+.A000AA
+.A000AA
+.A00AAA
+.A000AA
+.A000AA
+. 80884
+. 880884
+.A680E8A
+.A680E8A
+.A680E8A
+.A680E8A
+.A80E8A
+.A00B6A
+.A00B6A
+.H00EAA
+1 . ABEAA

+1 . AREAA
+.B80B6A
L +80.86060
+.HB0EAA
+.A80BAA
+.AB0BAA
+.AA0AAA
£ +45.8060
+1 . HAAAA
+.ABAAAA
+.ABAAAA
+. 80884
£ +80.80608
+.A8REAA
+.A8REAA
+.A8REAA
+.B80E6A
L +78.86060
+.ABBAAA
+.ABBBAA
+.HB0EAA
+. ABAAA
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- ianaEa
- BanaEa
-AEBAAA
- BanaEa
-BEBREAA
. BEBReA
- BanaEa
-AABRAA
- ianaEa
- BanaEa
1 .A8888
- BanaEa
-AEBRAA
- ianaEa
- BanaEa
- ABBAAA
- BanaEa
. BEBAEAA
+1 .AB6B8A
+.B0B608A
+.A0BAAA
+.B0B6B8A

-BBBBEa Ry 1515151515
-BaaaEa +.BB86a8a
-AEaRAA +1 . ABAAA
-BaaaEa R 1515151515
-BBRREA -BEBRAA
.BBaREa - BBaAEa
-BaaaEa -BBBBAaAa
-AEARAA -BEARAA
-BBBBEa -BBBeAaa
-BaaaEa -BBBBAaAa
. ABBAAA - BBBAAA
-BaaaEa -BBBBAaAa
-AEAREA -BEARAA
-BBBBEa -BBBeAaa
-BBBBAaAa
-BEBAAA
-BBBBAaAa

- aBaEa
- aBaEa
-AeBAAA
- aBaEa
-AEREAA
-BBBRaa
- BaBaEa
1 .08808
- aBaEa
- aBaEa
-ABBAAA
- aBaEa
-AEBRAA
- aBaEa
- aBaEa
-AeBAAA
- aBaEa
-AEREAA
- aBaEa
- aBaEa
-AABRAA
5555 ]5]s)

+80@.8080
-Baaaaa
- AABRAA
-Baaaaa
1 .8886H
+70 . 8880
-Baaaaa
-.AEARAA
-Baaaaa
-Baaaaa
+4A . ARAA
-Baaaaa
1 .06868
-Baaaaa
-Bagaaa
+1180.H888
-Baaaaa
-AEBEEA
-Baaaaa
-Baaaaa
+70 . ABAA
iy 5]a]s]5]5]t)

-BaaaEa
1.88880
-BaaaEa
-BBRREA -BEBRAA
-BBBBEa -BBBeAaa
-BaaaEa +.BB86a8a
-AEARAA +1 . ABAAA
-BBBBEa g 1551515 ]5]

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

+
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. ARRAAA + . AARAAA + . AARRAA
. AARRAA +_BABEAA +_BABRAA
+
I3

- ABABaA +. ABAARA
- ABABAaA +1 . AAAHA
- ABABAaA +. ABAANA
- ABABAaA +. ABABHA

-AARAAA +.A8ABAA -BARBAA
-BABAAA +1 . AABEA +75 . ABaa

+
+
+
+

Solutia optima:

Min f = 1405

X111=0; X121 =0; X131 =55, X141 =45,
X211 =50; X221 =0; X231 =60; X241 =70 ;
X311=40; X321 =110; X331=0,; X341=0;

X112 =60; X122 =35; X132=25; X142=0;
X212 =30; X222 =90; X232 =20; X242=0;
X312=0;X322=0;X332=70; X342=75.
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i CAUsers\ADMINI~1\Desktoph(

Summarized Results for pt3c

a

a
+55 . AAREAA
+45 _AAREAA
+EB.BBBBES
+57.9999%6
+7H . AAABAA
+10 . AABAA
+118.0088A

A

A
+hLA . ABAEAA
+35 . AAABAA
+25 . A8BHaA

Minimum value of the O0BJ

Fress an

Summarized Results for ptic

+.A0HAA134
a
a

+2 _AABRAAA
Rl 195151515 1515]%
a
a

a
+3 . 8080880
5]

+3 . A0A0BAA
A

ke

+3 . A8AARHA
—3.860808600
+3 . A8AERHA
—3.860808680
+3 . A8A0A0Aa
—3.8888880
+1 . AAARHA
+1.EBEEEES
+1 . ABRABHA
+1 . ABAEABA

a|+1.A8a8880

+.A0HAA2 46

Minimum value of the OBJ

= 1485

= 1485

5]
+30.008868
+78.008868
+192.999978

5]

5]

A
+78 . A8AAA
+75 . 888888

Iters. = 19

to continue.

Page

+2 _AABRABA
A

A
A
+4 . 000086
+4 . 080086

+3 . HAAAAAA
—3.800008A
+3 . AAA0AAA
—3.800000A
+1 . AAB0AAA
—3.80800084

Page = 2

+2 . ARAAAA

A|+1.80886804

+.A0EBA156
a
+.0888681°71
a

+.8086804°7

A
+2 . BBBBBea
a

A
A|+1.80886804
A

A|+1.8088A60

5]
+2 . 98BE-B7
+.A0ABA2 16

a

Iters. = 19

+1 . ABBBBEA

Solutia defavorabila

Sunt aceleasi ecuatii sau inegalitati, dar se cere max f = 2490

Evident, se doreste min f = 1405
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R CA\Users\ADMINI- 1\Desktop\CERCET~ 1\QSB\LP.EXE E=E

Summarized Results for PT3IHMAX Page = 1

+35 . pABRA4 a
+24 999998 a

a|+1 .A8068068
+416 . BEAREA A
+54 999996 A
+80 . APBAAA 5]
+15 . ABBBEA a

a|+1 .A8a606A

a|+1 .a8068068
+4._.999997% A
+76 . AEARAA A
+75 . AB8RAA A

A | +1 .a88688688
+16.EBAAZ a
+86 . BABRER a

Maximum value of the 0BJ = 2498

+16.BABAAA
+5LA . AABAAA
+3.9999962
+15 . AABEAA
+45 . AARAAA
+10 . AAAAAA
+1BE.BEBBS

a
+. 80061 34
A

Iters.

Presz any key to continue.

T CAUsers\ADMINI~1\Desktop\CERCET ~14QS

Summarized Results for PT3IMAX

+1 . AREAAAR
-1 . 88BAEAA
+1 . ARAAAAA
-1 .8888660

A

A
+3 . 008AAAA
+5 . AAEAAAA
+2 . 0088AAA
+2 . 00880680
+3 . 00880680
+2 _ARABAEA
+2 _ARABAEA

+. 0868624

DRERIREEROERERE

Haximum value of the 0BJ = 2478

A
+24 999996
A

+.880AA343
+108.A808A2
+25 . A8Aaa2
+.88888156
5]
5]

5]
+2 .78BE-A7
a

Iters.

Prezs any key to continue.

f € [1405, 2490]

Solutia defavorabila

Max f = 2490

X111=35;X121=25; X131 =0; X141 =40;
X211 =55;X221=80; X231 =45;X241=0;
X311=0;X321=5;X331=70; X341=75;

X112=0; X122=10; X132=80; X142=30;

X212 =50 ; X222 =10 ; X232 =35; X242 =45,
X312 =40;X322=105;X332=0,;X342=0.
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4.6. PROBLEMA DE TRANSPORT TRIDIMENSIONALA MULTIOBIECTIV

Se poate da o generalizare in problema de transport tridimensionald din paragraful 4.5
considerand mai multe functii obiectiv

Problema de transport tridimensionala multiobiectiv constd in transportul din m depozite
a p produse ( materiale, materii prime ) in n centre de consum ( n magazii ) si optimizarea mai
multor functii obiectiv.

Inm depozite A1, Az, . .., An se afla p produse (materiale) Py, P, , ..., Py in
cantitatile aj ,1=1,2,...,m;k=1,2,..., p; si se transportd in n centre de consum (magazii)
Bi1,B2,...,Bpincantitatile by, j=1,2,...,mk=1,2,...,p.

Deci, oferta este ajx si cererea bji , iar costul unitar de transport a unitatii de produs Py din A; Tn
Bjeste Cijk,i=1,2,...,m;j=1,2,...,n;k=1,2,...,p.

Se vor considera trei functii obiectiv care trebuie optimizate:

e functia f; care reprezinta costul total al transportului, care se va minimiza;

¢ functia f; - timpul total de transport, care se va minimiza;
e functia f3 - cantitatea de produse care se transporta, care Se va maximiza.

Se noteazd cu:
e Xjj cantitatea din produsul Py transportata din A; in B; ;

o t; timpul total de transport din A; in B; ;
e gjj Cantitatea maxima ce se poate transporta din A; in B; ;
¢ 0ij factor de transformare a produselor pentru a se putea aduna;
o X=(Xjk);
undei=1,2,...,m;j=12...,mk=1,2,...,p.
Modelul matematic corespunzator este dat de relatiile (4.27).

Xi =by »1=12,...,nmk=12,...,p;
=1

>

xijk:aik ,i:1,2,...,m;k:l,2,---,p;

D X <g; i=1,2,...,mj=12...,n (4.27)
k=1
Xijk=20,i=21,2,.... mj=12,...,mk=212....,p;
m n p
fi(X) = Z Z Cije- K i
i=1  j=1 k=l
m n p
f2(X) = Z Z Ly - X
i=1  j=1 k=l
m n p
f3(X)= >, DD o Xy
i=1  j=1 k=1
min f1(X)
min f,(X)
max f3(X)

Trebuie sa fie indeplinite conditiile (4.28).
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(4.28)

Rezolvarea se poate face prin maximizarea utilitatii globale.

4.8. REZOLVAREA PROBLEMEI DE TRANSPORT TRIDIMENSIONALA
MULTIOBIECTIV PRIN METODA MAXIMIZARII UTILITATII GLOBALE

Se considera modelul matematic al problemei de transport tridimensionald multiobiectiv

din relatiile (4.37).

unde:

Etapa 1.

injkzbjk ,j:1,2,...,n;k:1,2,---1p;

Xijkzaik ,i:1,2,...,m;k:1,2,---,p;

D X <g; . i=1,2,...,mj=12...,n (4.37)
k=1
Xijk=20,i=21,2,... mj=12,...,mk=12,....,p;
m n p
fl(x) - Z Z Z Cljk lek
i=1  j=1 k=1
m n p
f2(X) = ), DXy
i=L  j=1 k=1
m n p
f3(X) = Z Z aijk'xijk
i=1  j=1 k=1
min f;(X)
min f,(X)
max f3(X)

Xijk este cantitatea din produsul Py transportatd din A; in Bj ;
X=(Xik);i=L4,2,....,mj=1,2,...,n;k=1,2,...,p.

Pentru fiecare functie obiectiv fy(X) se determina solutia optimd a problemei de transport cu o
functie obiectiv, k=1, 2, 3.

m

injk:bjk ,j:1,2,...,n;k:1,2,...,p;

i=1
> Xy =8y =12 k=12 ...p

=1
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p
injkggijvi=1,2’---’m;j:112'""n; (4.38)
k=1

Xijkzo ,i:1,2,...,m;j:1,2,...,n;k:1,2,....,p;
m n p
fi(X) =2 > > CueXiw
i=L =1 k=1
*minfl(X)

cu solutia optima X l.

injkzbjk ’j:1a2a---an;k:1121"'1p;

Xijk:aik ’i:1’2a---1m;k:1’21"'1p;

j=1
p
Xiw <G ,i=1,2,...,mj=1,2,...,n; (4.39)
k=1
Xik=0,i=2,2,....mj=12...,mk=21,2,....,p;
m n p
fz(X)— Z Z Z tu lek
=1 j=l k=l
min f,(X)

i=1
X =8 »1=12,....,mk=12...,p;

j=1

p

D Xy <9y ,i=1,2,...,mj=1,2...,n (4.40)

k=1

XinZO,i:1,2,...,m;j:l,2,...,n;kzl,z,....,p;
m n p

f3(X) = Z z ik - Nijk
i=l  j=1 k=1

max f3(X)

cu solutia optima X,
Pentru fiecare functie obiectiv fk(kX) se determind solutia pesimd (nonoptima, opusa

valorii optime, cea mai defavorabild) X™ a problemei de transport cu o functie obiectiv,
k=1,2,3.

M-

1]
S =

Xijk:bjk ,j:1,2,...,n;k:1,2,---1p;

- Xijk:a‘ik !i:1121---1m;k:1!21"'1p;

j=
p

zxijkggijvi:lvzy---,m;jzl,Z,...,n; (4.41)
k=1
Xik=20,i=1,2,...,m;j=1,2,...,n;k=1,2,....,p;
m n p
fi(X) =D D> D X
i1 4 k41
max f1(X)

. ool
cu solutia pesima X ;
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> Xy =by =12 mk=12. .

X =28 ,i=12,....mk=12...,p;

Xijk=20,i=1,2,... mj=12...,mk=12,....,p;
m n p

00 =2 > D t.Xy
i=1  j=1 k=1

max f2(X)

cu solutia pesima X ;

cu solutia pesima X°.,

Se noteaza:

Deci:

Etapa 2.

injk:bjk J=12,...,mk=1,2,...,p;

S
—

Xijk:a‘ik ,i:l,Z,...,m;kzl,Z,...,p;
i=
p

zxijkggij =12, ..,mj=12,...,n
k=1

XinZO ,i:1,2,...,m;j:1,2,...,n;k:1,2,....,p;
m n p

()= 2 2D @Ky
i=1  j=1 k=1

min f3(X)

Ok = Optimum fi(X) = fi(X™)
Py = Pesim f(X) = fi(X™)
k=12 3.

01 = min fi(X) = f,(X™)

0, = min f,(X) = f,(X )

03 = max f3(X) = f3(X)

P; = max fl(X) = fl(Xl)

P, = max fo(X) = f2(X?)

P5 = min f5(X) = f5(X®)

(4.42)

(4.43)

Pentru valorile optime si pesime ale functiilor obiectiv se dau utilitatile acestor valori de cétre

decident in tabelul nr. 4.43.
Valoarea optima Oy are utilitatea Uy , k=1, 2, 3.
Valoarea pesima Py are utilitatea Uz, k=1, 2, 3.

Tabelul nr. 4.43 Utilitatile valorilor optime si pesime

Ok / Px

0,

O,

O3

P1

P,

Uy

Uy

U,

Us

Uy

Us

Daca o situatie este mai convenabila, utilitatea sa va fi mai mare si

Uk>U3+k,k:1,2,3;

deoarece valoarea optima Oy este preferata valorii pesime P, , k=1, 2, 3.

Etapa 3.
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Se transforma functiile obiectiv f1(X), f2(X), f3(X) in functii utilitate F1(X), F2(X), F3(X) ,
astfel:

Fk(X) :* O - fk(X) + Bk ,
se face: X =X siX=Xx*¥

Se obtin si se rezolva trei sisteme de ecuatii liniare cu doua necunoscute oy si Bk, k=1, 2, 3.
ok . O + Bk = Uk
o . Pk +Bk:U3+k , k=1,2,3.

Se obtin oy si Pk :

U, -U,
o = K U3k
O, - P
By = U, .0, —U,.R,
O, —PR
Se calculeaza Fy(X)
U, -u U.,, 0O -U_PR
Fi(X) = ouc . Fu(X) + B = ——3K fi(X) + L=k k™ k
k(X) = ouc . fil(X) + B 0, P, k(X) 0, P,
k=1,2,3.
Etapa 4.
Se construieste functia obiectiv sintezd F(X),
3 U, -U U, 0O, -U,P
F(X) = Fi(X) + Fo(X) +Fa(X) = D, (51— fX) + = ——)=...
k=1 Ok _Pk Ok _Pk
Se rezolva problema de transport tridimensionald monoobiectiv:
D Xye=by i=12,...,mk=1,2...,p;
i=1
Xik = A=1,2,...,mk=12,...,p;
i=
p
injkggij1i:1,2a---’m;j:1’2’""n; (4.44)
k=1
Xijk=20,i=1,2,... mj=12...,mk=1,2, . P;
Uu. -u m n p u,.o U.pP U.-U m n p
F(X):( L . Zzzcukxuk-'- = 1l)+( 2 S'Zzztuxuk-'-
Ol_Pl i=1  j=1 k=1 O 1 Oz _Pz i=1  j=1 k=1
Uu.0,-U,.P U,-U, & &L U,0,-U,.P.
52 2 2)+( 3 6zzzaijk'xijk+ 63 33)
02 - Pz Oa - Ps i=1  j=1 k=1 03 - P3
Max F(X)

Se obtine solutia optima de maxima utilitate X~ = (X*ijk) :
Se calculeaza cele trei functii obiectiv in solutia optima obtinuta X : f;(X"), f2(X"), f3(X).

Observatie.

Functia obiectiv sintezd F(X) poate fi obtinuta si altfel:
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F(X) = k]_ . F]_(X) + kz . FZ(X) + k3 . Fg(X) =...
ki, ko, ks sunt coeficienti de importanta ale functiilor obiectiv i, ki > 0,1 =1, 2, 3.

Se pot alege coeficientii de importanta k; , ks , k3 astfel incat:
ki>0,i=1,2,3;
ki+ ko+ kz=1 .

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C8

4.7. PROBLEMA DE TRANSPORT CU CAPACITATI LIMITATE
4. 7. 1. PROBLEMA DE TRANSPORT CU CAPACITATI LIMITATE

MONOOBIECTIV

Exista probleme de transport cu limitari ale capacitatilor de transport pe anumite rute.
Un produs omogen este stocat in depozitele (localitatile) A;, Az, ..., An respectiv In cantitatile
ai, &, .. am sitrebuie transportat in centrele de consum (magazine, firme, localitdti) B; , B, ,
..., Bn unde este cerut respectiv in cantitatile by , b, , ..., by . Costul transportului unei unitati de
produs din depozitul A; la centrul de consum B; este egal cu cjj unitati monetare, i=1, 2,..., m;
j =1, 2,...,n. Capacitatea maxima de transport din depozitul A; n centrul de consum B;j este egala
cudj , 1=1,2.,m;j=1,2,..n. Se pune problema determinarii cantitatilor de produs ce
urmeaza sa fie transportate de la depozite la centrele de consum, astfel incat sa nu depaseasca
disponibilul (oferta), cererea sa fie satisfacutd, capacitatea rutei sa nu fie depasitd si costul total
al transportului sa fie minim.
Se presupune ca:
a>0,b> 0,¢;>0, d;j>0, i=1,2,..,m;j=12..n;

Se va presupune ca cererea este egala cu oferta, deci problema de transport cu capacitati limitate
este echilibrata:
m n

a = Db
=1 j=1
Se noteaza cu Xij cantitatea de produs ce va fi transportata din A; n Bj,

X= ( Xij ), i= 1,2,.,m; j =1, 2,..,n.
Schematic transportul va fi reprezentat astfel:

¢y . dj

Ai,a — By, b

X;

Modelul matematic al problemei de transport cu capacitati limitate este in relatiile (4. 45).
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n

2 X

j=

=4q,1=12...,m

%
D Xy =bi=12,.,n
i=1

OSXideij , i:1,2,...,m;j:1,2,...,n; (4.45)

X; 2 0,i=12,...mj=12..,n

f(X) = Cjj . Xij

m
=1

n
=1

min f(X)

Problema de transport cu capacitati limitate se poate pune intr-un tabel de transport ca la
problema de transport de minimizare clasica, dar in aceeasi celula (i, j) a tabelului se pun cjj , djj ,
Xij .

Cij
dij
Xii

Rezolvarea problemei de transport cu capacitati limitate se poate face in doud etape, se
determina o solutie de baza (metoda coltului Nord-Vest, metoda costului minim pe linie, metoda
costului minim pe coloand, metoda costului minim pe matricea costurilor) prin o metoda
modificatd si apoi se aplica algoritmul potentialelor. Alta rezolvare a problemei de transport cu
capacitati limitate (care este o problema de programare liniara de o forma particulard) este prin
algoritmii simplex primal sau dual cu care se rezolva problemele de programare liniara.

Determinarea solutiei de baza utilizeaza relatia:

Xij =min {ai ) bj ) dlj}

fiind posibile trei situatii.
1. Daca
Xij = ai sau Xjj = b;

se rezolva ca la problema de transport obisnuita.

2. Daca
Xij = dij < min {ai , bj }

variabila Xj; nu este considerata variabild de baza.
3. Daca
Xij=dij=min {a;, b },

atunci variabila Xjj este considerata variabila de baza. Se analizeaza solutia de baza obtinuta,
eventual se fac redistribuiri pentru cazul 2.

In etapa a doua se aplica algoritmul potentialelor solutiei de baza obtinute.

O alta rezolvare a problemei de transport cu capacitati limitate se poate face prin programare
liniara prin redenumirea variabilelor cu doi indici prin variabile cu un indice si apoi se utilizeaza
un program pe calculator, de exemplu Qsb, modulul linear programming sau modulul integer
linear programming.
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Sunt posibile doud variante de introducere a variabilelor.
De exemplu, se noteaza:
Y1=Xy1, Yo= X, etc.

Sau a doua varianta, la intrebarea programului Qsb:
Do you want to use default variable names (X1, X2, ..., Xn) (Y/N)?
Se va raspunde N, apoi cand apare mesajul:
Enter the variable names using ...
Se vor introduce numele variabilelor: X11, X12, X13 etc.
DECi, X11 = Xq1, X12 = X;, etc.

Exemplul nr. 4.7.

Un produs omogen este stocat in depozitele (localitatile) Aj, Ay, Az respectiv in cantitatile
aj,1=1, 2, 3; si trebuie transportat in centrele de consum (magazine, firme, localitéti) B; , B, ,
B3, B4 unde este cerut respectiv in cantitdtile bj, j =1, 2, 3, 4. Costul transportului unei unitati
de produs din depozitul A; la centrul de consum B;j este egal cu cjj unitati monetare, i =1, 2, 3;
j =1, 2, 3, 4. Capacitatea maxima de transport din depozitul A; in centrul de consum B; este
egalacud; , 1=1,2, 3;j=1, 2,3, 4. Oferta, cererea, limitarile de capacitate de transport si
costurile unitare de transport sunt date in tabelul nr. 4.18. Se pune problema determinarii
cantitatilor de produs ce urmeaza sa fie transportate de la depozite la centrele de consum, astfel
incat sa nu depaseasca disponibilul (oferta), cererea sa fie satisfacuta, capacitatea rutei sa nu fie
depasita si costul total al transportului sa fie minim.

Tabelul nr. 4.18

B; B; B> Bs B4 Oferta
A dj
A 3 2 1 1 140
20 10 60 85
A, 2 1 3 1 180
70 110 50 50
Az 1 2 3 1 80
20 30 60 30
Cererea 90 110 115 85 S =400
bj

Problema de transport cu capacitati limitate din tabelul nr. 4.18 este echilibrata,
cererea = oferta =S =400
si sunt verificate conditiile de existenta a solutiilor:
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dyg +dy +d3; =20+ 70+ 20 =110 > by =90 etc.
Se va scrie modelul matematic similar celui din relatiile (4.45) pentru datele concrete, apoi se va
rezolva cu programul Qsb, modulul linear programming.

Rezolvarea 1

X11 + X12 + X13 + X14 = 140
X21 + X22 + X23 + X24 =180
X31 + X32 + X33 + X34 =80
X111+ X21+X31=90

X12 + X22 + X32 =110

X13 + X23 + X33 =115

X14 + X24 + X34 =85
0<X11<20

0<X12<10

IN
X
[N
w
IN
(2]
o

NeNeNeNeNoNeNoNoNal
IAIA A A IA IA IAIACIA
XXX X X X X X X

X1J>0,1=1,2,3;J=1,2,3,4;

f=3.X11+2.X12+1.X13+1.X14 +2.X21 +1.X22 + 3.X23 + 1.X24 + 1.X31 +
+2.X32 + 3.X33 + 1.X34

min f

Sunt 12 variabile si 19 restrictii care se introduc in programul Qsb.

Tabelul nr. 4.19. Solutia optima

Bj B, B, Bg B, Oferta
Ai aj
A 3 2 1 1 140
20 10 60 85
0 0 60 80
A 2 1 3 1 180
70 110 50 50
70 90 20 0
Az 1 2 3 1 80
20 30 60 30
20 20 35 5
Cererea 90 110 115 85 S =400
b;
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Se lanseaza programul Qsb, modulul linear programming.
Se prezinta ecranele programului Qsb pentru rezolvarea acestei probleme.
Se obtine solutia optima din tabelul nr.4.19 in 15 iteratii,

min f = 600,

X11 =0, X12 =0, X13 =60, X14 = 80,
X21 =70, X22 =90, X23 =20, X24 =0,
X31 =20, X32 =20, X33 =235, X34 =5.

ep gonbinue df wauyr entreles @e

Fig.4.1.
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Fig.4.5.
Rezolvarea 2
Daca se inlocuiesc egalitatile cu egalitati Tn sens fuzzy, deci cu inegalitati duble, se
elimina erorile de rotunjire. Se considera:

4 e(ai -0.1, 49 + 0.1) , bj E( bj —-0.1, bj + 0.1)
Se rezolva cu programul Qsb modulul integer linear programming.
Sunt 12 variabile si 26 de restrictii care se introduc Tnh programul Qsb.

X11+ X12 + X13 + X14 < 140.1
X11 + X12 + X13 + X14 >139.9

X21 + X22 + X23 + X24 < 180.1
X214+ X22 + X23 + X24 >179.9

X31 + X32+ X33+ X34 <80.1
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X31+ X32+ X33+ X34 > 79.9
X11+ X21 + X31 <90.1

X11 +X21 + X31 > 89.9

X12 + X22 + X32 < 1101

X12 + X22 + X32 > 109.9

X13 + X23 + X33 < 1151

X13 + X23 + X33 >114.9

X14 + X24 + X34 < 85.1

X14 + X24 + X34 > 84.9

o
OO OMO—"1000 00O
N OO~ IONMOM
VI VI VI VI VI VI VI VI VI VI VI VI

123412341234

XXXXXXXXXXXX
VI VI VI VI VI VI VIEVEVEVEVE VI
Cooo0O0OO0OO0OO0OOOOO

o=

f=3.X11+2X12+1.X13+1.X14+2.X21 +1.X22 +3.X23+1.X24 +1.X31 +

+2.X32 + 3.X33 + 1.X34

XU>0 XU ez, 1=1,2,3:J=1, 2,3, 4
min f
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-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
-B8BBaa
+._@08080
+1 . 08BE0A
+_@08080
+_@08080
+_@08080

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

Modify The Model Coefficients

-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
-B8B80a
- A8B80a
1. 808048

<=+50.00680
+_ 08080
+1 . 8080
<=+50.00680
+_A08A80
+_ 08080
<=+20.00680
+_A08A80
+_ 08080
<=+30.00680
+_A08A80
+_ 08080
<=+6{.0060
+_A08A80
+_ 08080
<=+30.080680

Prezs the SPACE BAR to continue or

+_A0BRB0
+_ 08080

+_A08AB0
+1 . B8080

Page
. BEBBBA
. BBBBBA

+_ 0080680
+1 . 8080

Esc to go to the previous page .

Solutia optima:

X11=0;X12=0; X13=60; X14=80;
X21=70;X22=110; X23=0;X24=0;
X31=20;X32=0;X33=55;X34=5;

Min f = 580

BN Q5B

Summary of Results for tt

a
a
+68 . 80800
+30 . 8080808
+78 . 8086848
+116.8860868

-BABRAAA
-HauABea
-BaRaaa
-BaBRaaa
-BaBRaaa
-B8Baaaa

5]
5]
+28. 800808

5]
+55 . 8008088
+5 . 880888

any key to continue.

Page :

EEI

-BABAAAA
- HauaE8n
- BaBaaaAa
- BaB8aaaAa
- BaB8aaaAa
. B8B8aaa

Tabelul nr. 4.19-ILP. Solutia optima

Bj B, B, Bs B. Oferta

A dj
A1 2 1 1 140

20 10 60 85

0 0 60 80

A 1 3 1 180

70 110 50 50

70 110 0 0
As 2 3 1 80
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20
20

60
55

Cererea

90

110

115

85

S =400

bj

Rezolvarea 3

Solutia optima neintreaga pentru modelul matematic din Rezolvarea 2 — cu Qsb modulul linear
programming. Valorile variabilelor trebuie trunchiate la numere intregi .

Solutia optima:

X11=0;X12=0; X13=60; X14=80;
X21=70;X22=110; X23=0;X24=0;
X31=20;X32=0;X33=55;X34=5;
Min f = 580

Se observa ca solutia optima din Rezolvarea 2, cu valorile variabilelor numere intregi, este cea
mai buna, dar si Rezolvarea 3 dupa trunchiere.

E=RACE X

BN Q5B

Summarized Results

a

a
+68.879778
+79.799995
+69 . 860083
+187.979999
+.18881827

a
+20 .1 688688008
a

+54.699997
+5.1868842
+.208601411
a
a

+1.
-1.

for t

Page

- 20088458
a
a
192929695
a

a
19999695
a
a
-18861 786
-@9997799

a
-19999584

=1

A +2

-2

Minimum value of the 0BJ = 579_68999 {multiple sols. Iters. = 13

any kev to continue.

4.7.2PROBLEMA DE TRANSPORT CU CAPACITATI LIMITATE MULTIOBIECTIV

Problema de transport cu capacitati limitate poate fi si multiobiectiv, deci cu mai multe
functii obiectiv care pot fi contradictorii.

Un produs omogen este stocat in depozitele (localitatile) A;, Az, ..., An respectiv in
cantitatile a; , @, . am $i trebuie transportat in centrele de consum (magazine, firme, localitati)
B1, B2, ..., By unde este cerut respectiv in cantitatile by , by, ..., by . Costul transportului unei
unitati de produs din depozitul A; la centrul de consum B; este egal cu cj unitafi monetare,
i=1,2,.,m; j=1, 2,.,n Capacitatea maxima de transport din depozitul A; in centrul de
consum Bjeste egalacudi; , 1=1,2,..,m;]j=1, 2,..,n. Pentru fiecare ruta A;, B;j timpul de
transportesteegal cutj,i=1,2,...,m;j=1,2,...,n.

Se pune problema determinarii cantitatilor de produs ce urmeaza sa fie transportate de la
depozite la centrele de consum, astfel incat sa nu depdseasca disponibilul (oferta), cererea sa fie
satisfacutd, capacitatea rutei sa nu fie depasita si sa se optimizeze trei functii obiectiv, astfel:

f1 = costul total al transportului s fie minim;
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f, = timpul total de transport sa fie minim;
f3 = cantitatea care se transporta sa se maximizeze.

Se presupune ca: a; > 0,b;> 0,¢;>0, d;>0, t; >0, i=1,2,...,m;j=1,2,..,n;

Se va presupune ca cererea este egald cu oferta, deci problema de transport cu capacitati limitate
este echilibrata:
m n
a =).b
=1 j=1

Se noteaza cu Xij cantitatea de produs ce va fi transportata din A; in Bj,
X= ( Xij ), i= 1,2,.,m; j =1, 2,..,n

Modelul matematic este cel din relatiile (4. 46).
DXy =, i=12,...,m,
j=1
> Xy =bj=12,..n
i=1

OSXideij , i:1,2,...,m;j:1,2,...,n; (4.46)

X. > 0,i=21,2,...m;j=1,2,...,n

i=1 j=1

min f;(X)

min f,(X)

max f3(X)

X=(Xj)i=12,...m; j=12..,n.

Problema din relatiile (4.46) se poate rezolva prin metoda maximizarii utilitatii globale.

4.7.3. REZOLVAREA PROBLEMEI DE TRANSPORT CU CAPACITATI LIMITATE
MULTIOBIECTIV PRIN METODA MAXIMIZARII UTILITATII GLOBALE

Se considera modelul matematic al problemei de transport cu capacitati limitate
multiobiectiv din relatiile (4.47).
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n

2 X

j=

=4q,1=12...,m

%
D Xy =bi=12,.,n
i=1

OSXideij , i:1,2,...,m;j:1,2,...,n; (4.47)

X; 2 0,i=12,...mj=12..,n

fi(X)= >, Cj . Xj
i-1 -1

m n

1,0 = 225X,

i=l j=1
m n

f3(X) = zz Xi

i=1 j=1
min f(X)
min f,(X)
max f3(X)

unde
X= ( Xij ), i= 1,2,.,m; j =1,2,..,n.

Xij este cantitatea transportata din A;j Tn B;;
Etapa 1.

Pentru fiecare functie obiectiv fi(X) se determina solutia optima a problemei de transport cu
capacitati limitate cu o functie obiectiv, k=1, 2, 3.

ideij , i=l,2,...,m;j:1,2,...,n; (4.48)

fl(x) = Z C” le
i=1  j=1
min f;(X)
cu solutia optima Xt
Xi=a,1=12,...,m;

o
A
P
A
o

=1,2,...m;j=12,...,n; (4.49)
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cu solutia optima X2 :

cu solutia optima X .

Xy 2z 0,i=12...mj=12..,n
f2(X) = Ezltu-xu
i=1l j=
min f,(X)
D Xy =a,i=12,...,m,
j=1
> Xy =b,j=12
i=1
0<Xy<dy , 1=1,2,...mj=1,2,...,n (4.50)
Xij > 0,i=1,2,...m;j=1,2,...,n
fg(X)ZZ:,_leij
i=1l j=
max f3(X)

Pentru fiecare functie obiectiv fy(X) se determina solutia pesima (nonoptima, opusa
valorii optime, cea mai defavorabild) X* a problemei de transport cu o functie obiectiv,

k=1,23.

. o
cu solutia pesima X ;

> X;=a,i=1,2,.
j=1
. Xy =b,j=12...,n
i=1
0<X<dyj, i=1,2,...mj=12...,n; (4.51)
X; 2 0,i=12,...mj=12..,n
fi(X) = Cij . X
i=1 j=1
max f1(X)
inj:al,|=1,2, .m:
j=1
D Xy =h,j=12
i=1
0<X;<dj , 1=1,2,...m;j=1,2,...,n (4.52)
Xij > 0,i=12,...m;j=12,...,n
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m n

£, = 224X,

i=1 j=1

max f2(X)

- 2
cu solutia pesima X*;

cu solutia pesima X3

Se noteaza:

Deci:

Etapa 2.

Xi=a,1=12,...,m;

Xy =0b,i=12...,n

OSXideij , i:1,2,...,m;j:1,2,...,n;

X. > 0,i=21,2,...m;j=1,2,...,n

]

f3(X) = zz Xi

i=l j=1

min f3(X)

Ok = Optimum f(X) = fi(X™)
P = Pesim fi(X) = fi(X™)
k=1,2,3.

01 = min fy(X) = f,(X)

0, = min f2(X) = (X

03 = max f3(X) = f5(X %)

P; = max fi(X) = fy(X™)

P, = max fo(X) = f2(X?)

P53 = min f3(X) = f3(X?)

(4.53)

Pentru valorile optime si pesime ale functiilor obiectiv se dau utilitatile acestor valori de cétre
decident in tabelul nr. 4.42.

Valoarea optima O are utilitatea Uy , k =1, 2, 3.

Valoarea pesima Py are utilitatea Uz , k=1, 2, 3.

Tabelul nr. 4.42 Utilitatile valorilor optime si pesime

Ox / Pk

O,

02

O3

Py

P,

Uk

U,

U,

Us

Uy

Us

Us

Daca o situatie este mai convenabila, utilitatea sa va fi mai mare si
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Uk>U3+k1k:11 21 31
deoarece valoarea optima Oy este preferata valorii pesime Py, k=1, 2, 3.
Etapa 3.

Se transforma functiile obiectiv f1(X), f2(X), f3(X) in functii utilitate F1(X), F2(X), F3(X),
astfel:

Fk(X) = O . fk(X) + Bk ,
se face: X =X"*six=xk

Se obtin si se rezolva trei sisteme de ecuatii liniare cu doud necunoscute oy si Pk, k=1, 2, 3.
ak - Ok + Bk = Uk
ok . Pk +Bk=Usw , k=1,2,3.

Se obtin oy s1 Pk :

U, -U,
o = K U3k
O -R
U, 0, -U,.R,
Pk =
O, - R
Se calculeaza Fy(X)
U, -u U, O -U,.P
FX) = o FilX) + B = ———3K fi(X) + —Zk—k k' K
k(X) = ouc . fu(X) + B 0, P, k(X) )
k=12 3.
Etapa 4.
Se construieste functia obiectiv sintezd F(X),
3 U,,.O0, -U,.P
FOO = FiX) + FaX) +F0Q) = 3 (e 00 + 2ty
= -PR O, -PR
k=1 k k k k
Se rezolva problema de transport monoobiectiv:
> Xy =a;,i=12..,m
j=1
D Xy =h,j=12
i-1
0<X;<dyj , 1=1,2,...mj=12...,n (4.54)

X. > 0,i=21,2,...m;j=1,2,...,n

146



~U,P. U,-U, Q&
+ SIS X +
—P, ) (OZ—P b

Ol_Pl i=1  j=1 Ol 2 =l j=1
U,0, -U, P2)+(U3—U6 Zm: S U6.03—U3.P3)
Oz_Pz Oa_Ps i=1 j=1 ’ Os_Pa
Max F(X)

Se obtine solutia optimd de maxima utilitate X = (X*ij) :
Se calculeaza cele trei functii obiectiv in solutia optima obtinuta X : f1(X"), f2(X)), f30X).

Observatie.

Functia obiectiv sintezd F(X) poate fi obtinuta si altfel:
F(X) =K. Fl(X) + k. FZ(X) +Ks. Fi(X)=...

K1, ka2, K3 sunt coeficienti de importanta ale functiilor obiectiv i, ki >0,i=1, 2, 3;
ki+ko+ks=1

4.9. PROBLEMA DE TRANSPORT CU CAPACITATI LIMITATE SI RUTE
INTERZISE (BLOCATE)

Exista in practica economica probleme de transport cu limitari superioare ale capacitatilor
de transport, iar anumite rute sunt interzise (blocate).

Un produs omogen este stocat in depozitele (localitatile) A, Az, ..., Ay respectiv in
cantitatile a; , @, . am $i trebuie transportat in centrele de consum (magazine, firme, localitéti)
Bi1, B2, ..., By unde este cerut respectiv in cantitatile by , b, , ..., by . Capacitatea maxima de
transport din depozitul A; Tn centrul de consum Bjeste egalacudi; , i=1,2,...,m;j=1,2,..,n.
Existd rute intre o parte dintre furnizori si anumiti consumatori care nu pot fi folosite la un
moment dat, numindu-le rute interzise sau blocate, iar acestea sunt date de limita de capacitate
de transport pe ruta respectiva egald cu zero. Astfel, daca ruta Ay, By este interzisa (blocatd),
atunci:

dw=0, ke{l,2,...m},he{l,2,....n}, mneN .

Se pune problema determinarii cantitatilor de produs ce urmeaza sd fie transportate de la
depozite la centrele de consum, astfel incat sa nu depaseasca disponibilul (oferta), cererea sa fie
satisfacutd, capacitatea rutei sa nu fie depasitd, rutele interzise (blocate) sd nu fie utilizate si
cantitatea totald transportatd sa fie maxima.

Se presupune ca:

bj>0,i=12,..,m;j=12,..n;

>0,
>0,i=1,2,..,m;j=1,2,..n;

aj
Problema de transport cu limitari (superioare) ale capacitatilor de transport i cu anumite rute
interzise (blocate) se poate modela si rezolva prin programare liniara si prin teoria grafurilor
(algoritmul Ford — Furkenson pentru determinarea fluxului maxim intr-o retea de transport). Se
va prezenta modelarea si rezolvarea prin programare liniara.
in functie de relatia dintre capacitatea rutelor, cerere si oferta, problema poate fi echilibrata sau

neechilibrata, fiind rezolvabila in toate situatiile. Pentru ca oferta si cererea sa fie satisfacute,
trebuie sa fie echilibrata si sa fie indeplinite conditiile:
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Zn:dijzai , 1=1,2,...,m;

Problema de transport cu capacitati limitate si cu anumite  rute interzise (blocate) este
echilibrata, deci cererea este egala cu oferta, daca:

a=>b .

m n
=1 j=1

Se noteaza cu K x H multimea indicilor rutelor interzise (blocate):
KxH={(k, h),den=0ke{l,2,...m},he{l,2,...,n}};
Se noteaza cu Xjj cantitatea de produs ce va fi transportata din A;in Bj, i=1, 2,..., m;
i=1,2,...n; (i,))eKxH ;
X=(X),i=1,2,..,m; j=1,2,...,n; (i,))eKxH

Schematic transportul va fi reprezentat astfel:

Modelul matematic al problemei de transport cu capacitati limitate si rute interzise (blocate) este
o problema de programare liniara, relatiile (4. 55).

dXy<a,i=1,2...,m
J=1,(i, ))eKxH
> Xy< b, j=12..,njeH (4.55)
i=1,(i, j)eKxH
O0<Xj<dy,i=12...mj=12...,n(jeKxH;
X 02 0, 0i=32...mj=12...,n(G jeKxH;

fxX)= > z X;;

i=1,(i, j))eKxH j=1, jeH

max f(X)

Problema de transport cu capacitati limitate si rute interzise (blocate) (4.55) se poate rezolva prin
algoritmul simplex din programarea liniard sau cu un program pe calculator, de exemplu Qsb,
modulul linear programming, considerand ca variabilele au un singur indice. La intrebarea
programului Qsb:

Do you want to use default variable names (X1, X2, ..., Xn) (Y/N)?
Se va raspunde N, apoi cand apare mesajul:

Enter the variable names using ...

Se vor introduce numele variabilelor: X11, X12, X13 etc., cele pentru care rutele sunt permise,
decid;j>0.
Deci, X11 = Xj1, X12 = Xy, etc.

Problema de transport cu capacitdti limitate si rute interzise (blocate) se poate pune intr-
un tabel de transport ca la problema de transport de minimizare clasica, dar in aceeasi celula (i, j)
a tabelului se pun dj , Xj . De fapt, variabilele care ar corespunde rutelor blocate pot fi
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considerate cd au valoarea zero, dar nu se pun In modelul matematic (4.55) pentru a reduce
numarul de variabile.

dij
Xij

Observatie

1. Problema de transport cu capacitati limitate si rute interzise (blocate) poate avea alta
functie obiectiv in varianta monoobiectiv, de exemplu f, — costul total al transportului, care
trebuie sd fie minim, iar in acest caz trebuie sa se cunoascad costurile unitare de transport cjj
pentru rutele permise A; , Bj . Rezolvarea sa n acest caz este tot prin programare liniard, dar este
problema de minim sau printr-un program pe calculator (Qsb sau alt program).

2. Problema de transport cu capacitati limitate si rute interzise (blocate) poate fi si
multiobiectiv, de exemplu functiile obiectiv pot fi:

f1 - cantitatea totald transportata, trebuie sa fie maxima;

f, — costul total al transportului, trebuie s fie minim.

Rezolvarea problemei multiobiectiv se poate face prin maximizarea utilitatii globale.

Exemplul nr. 4.8. Problema de transport cu rute de transport cu capacitdti limitate si rute
interzise (blocate).
Tabelul nr.4.43

Bj B, B, Bg B4 Bs DISpOﬂIbIl

A (Oferta)
aj

A 20 - 20 - - 30
A, 15 15 - - 15 30
Az - - 10 30 15 25
Ay - 20 10 - 10 35
Necesar 30 15 10 20 35 S1=120
(Cererea) S, =110
bj

Un produs trebuie transportat de la m = 4 depozite A1, Az, As, A4 lan =5 centre de
consum B3 , B, , B3, B4, Bs folosind anumite rute de transport cu capacitati limitate, iar alte rute
sunt interzise (blocate). Cantitatile disponibile (oferta) in depozite, cantitatile necesare (cererea),
limitarile de capacitate ale rutelor de transport si rutele interzise (blocate) sunt in tabelul nr. 4.43.
Acolo unde nu existd rutd de transport intre doud localitati, casuta respectiva a tabelului este
libera (sau -). Sa se determine un plan de transport de la cele patru depozite la cele cinci centre
de consum astfel incat cantitatea transportata sa fie maxima.

Pentru casutele din tabel ce corespund rutelor blocate nu se considera variabile Xj; , fiind
considerate variabile cu un singur indice, sunt 11 variabile si 20 de restrictii.
Modelul matematic:

X11+ X13 < 30

X21 + X22 + X25 < 30

X33+ X34+ X35 <25

X42 + X43 + X45 < 35

X11+X21 <30

X22 + X42 <15

X13 + X33 + X43 < 10

X34 < 20

X25 + X35 + X45 < 35
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0< X21 <15

0<X22 <15

0< X25 <15

0< X33 <10

0< X34 <30

0< X35 <15

0< X42 <20

0< X43 <10

0< X45 <10

X11, X13, X21, X22, X25, X33, X34, X35, X42, X43, X45 >0
f=X11+ X13 + X21 + X22 + X25 + X33 + X34 + X35 + X42 + X43 + X45
max f

Se va rezolva cu programul Qsb, modulul linear programming, iar solutia optima este cea din
tabelul nr.4.44 (11 iteratii).
Se obtine solutia optima:
max f = 105,
X11 =20, X13 =10, X21 =10, X22 =5, X25 =15, X33 =0, X34 = 20, X35 =5, X42 =10,
X43 =0, X45 =10.
Tabelul nr.4.44

B; B, B, Bs B4 Bs Disponibil
A (Oferta)
aj
A 20 - 20 - - 30
20 10
A 15 15 - - 15 30
10 5 15
Az - - 10 30 15 25
0 20 5
Ay - 20 10 - 10 35
10 0 10
Necesar 30 15 10 20 35 S: =120
(Cererea) S, =110
b;

Se prezinta ecranele programului Qsb pentru rezolvarea acestei probleme.
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Summarized Results for h
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MATEMATICA APLICATA iIN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C9

4.10. ALOCAREA OPTIMA A MASINILOR PRIN PROBLEMA DE TRANSPORT

Se considera ca intr-o sectie exista m masini cu performante tehnico-economice diferite
pe care se prelucreaza piesele / reperele P1, P2, . .., Py si se cunosc elementele:
e cantitatea cerutd pe piata pentru fiecare piesd / reper P; pe zi ( sdptamana, lund etc. ) b; ,
j=1,2,...,n
e numarul masinilor M; disponibile (oferta de prelucrare) aj,i=1,2,...,m;
e costurile unitare de productie ale prelucrarii pe masina M; a piesei / reperului Pj egal cu cj; ,
i=1,2,....,mj=12...,n
o pretul unitar de vanzare a produsului Pjegal cup;,j=1,2,...,n;
e timpul necesar prelucrarii produsului P; egalcu h;, j=1,2,...,n.
Se doreste repartizarea pieselor / reperelor pe masini astfel incat profitul sa fie maxim.
Aceste elemente sunt sintetizate Tn tabelul nr.4.33.
Problema se va transforma intr-o problema de transport de maximizare care se poate rezolva cu
algoritmul de transport de maximizare (manual, pentru dimensiuni mici ale problemei) sau prin
utilizarea programului Qsb.

Tabelul nr. 4.33.

P; P, P, e P; e P, NUMAR
MASINI
M ; =h
M, Ci1 Cy» C CyJ Ce Cin a;
M, Co1 Coo C Coj C Con o
M;; Ci1 Cio C Cij C Cin d;
M Crn1 Crm2 C Cmi Ce Crmn am
b; b, b, b; bn
Cerere
produse
pe zi
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h; hy h, e h; e h,
Numar
Ore (min) necesar prel./prod

Pj P1 P2 ce Pi . Pn

pret unitar
produs

Se calculeaza profitul pe ord obtinut prin utilizarea masinii M; la prelucrarea produsului
P;j utilizand relatia (4.29).

Pj -Cjj
Qij=— ,i=1,2,....mj=12...n (4.29)
hj

Daca se presupune ca se lucreaza un schimb de T = § ore, atunci utilizand relatia (4.29) si
ai=T.a =8.a ,i=12,...,m

bj=bj.hy ,j=1,2,...,n;

tabelul nr.4.33 se transforma intr-un tabel al unei probleme de transport de maximizare, tabelul
nr. 4.34.

Cu aceste notatii b‘j reprezintd cererea de ore-masind necesare pentru prelucrare, iar a;
este oferta exprimata n ore-masina disponibile pentru fiecare tip de masina.
Se noteaza cu Xj; cantitatea de produse Pj ce se prelucreaza pe masina M; , i =1, 2, .. . ,m;
j=1,2,...,n.
Modelul matematic corespunzator problemei date de tabelul nr. 4.33. si tabelul nr. 4.34 este tip
problema de transport de maximizare, dat de relatiile (4.30).

Tabelul nr. 4.34.

P; P, P, L P, Timp masina
disponibil
( Oferta)
M a'i
M, qu1 Qa2 ce in a:l
M, 921 22 ce Q2n ap
M'm Qrpl QrpZ s qrpn a'm
bj bl b2 “ . bn m
Timp masina Z a;
necesar i=1
(Cererea) n
2. b
j=1
n v
ZXijzai,izl,Z,...,m;
j=1
m '
ZXij=bj,j:1,2,...,n; (430)
i=1
Xij =20 ,i=1,2,....mj=12...,n
m n
f = qij . Xij
=1 j=1
max f

154



Rezolvarea modelului matematic (4.30) se face prin algoritmul de transport de
maximizare, respectiv prin utilizarea programului Qsb.

Daca se considera problema din tabelul nr. 4.33 si tabelul nr. 4.34, dar criteriul de
optimizare sa fie de minimizare, deci min f, se obtine modelul problemei de transport de
minimizare, (4.31), care va minimiza profitul, determinandu-se situatia cea mai nefavorabila,
nedoritd, nonoptima, pesima.

Z Xij:a'i, i:1,2,...,m;

[

Xij=bj,j=12...,nm (4.31)

2 I

>0 ,i=12,.... mj=12,...,n;

n

> G- Xi

j=1

f

M=

min f

I
_

In acest fel se poate obtine intervalul de incadrare a profitului f :
f e [fmin ) 1:max] .

Profitul minim fi, nu este de dorit, dar este obtinut cu aceleasi resurse ca si profitul
maxim fmax , posibil din cauze organizatorice.
Problema se poate dezvolta prin inlocuirea vectorului h = (hy , hy , .., hy)
Cu matricea
h=(;), 1=1,2,...,mj=12,...,n
si a relatiei (4.29) cu relatia (4.32).

Pj -Cij
gj=——  ,i=1,2,...,mj=1,2,...,n (432
hij

unde: hjj - reprezinta timpul necesar prelucrarii pe masina M; a produsului Pj,
i=1,2,...,m;j=1,2,...,n;sise obtine modelul unei probleme de transport de maximizare
similar celui din relatiile (4.30).

Exemplul nr. 4.8. Aplicarea modelului elaborat pentru alocarea optimd a masinilor

Intr-un atelier piesele / reperele Py, P, , Ps, P4 pot fi prelucrate pe trei masini M; , M,
Ms cu rentabilitate diferita, iar ordinea de prelucrare nu conteaza. In tabelul nr. 4.35 se dau
datele problemei. Se presupune ca se lucreaza T = 16 ore si costurile si preturile se exprima in
mii lei.
Utilizand relatia (4.29) si tindnd cont ca T = 16 ore, tabelul nr.4.35 se transforma in tabelul
nr.4.36 , care este tabelul unei probleme de transport.

Tabelul nr.4.35.

Pi| P: P, Ps P, | NUMAR
MASINI
M i 4
M, 200 129 80 55 30
M, 280 120 70 55 25
M 3 180 141 65 65 40
bj 100 200 250 20
Cerere produse / zi
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4 3 2 1
Numar ore necesar prel./
prod.
300 150 100 70
pret unitar produs

Tabelul nr.4.36

P; P P, P P, a
Timp masina
disponibil
M i ( Oferta)
My 25 7 10 15 480
M, o) 10 15 15 400
M; 30 3 17.5 5 640
b 400 600 500 20
Timp masina 1520
necesar
(Cererea)
De exemplu,

a; = T.a; = 16.30 = 480 ore.masina
b; =b;.h;=100.4 =400 ore.produs de prelucrat (ore.masina)

p,—C, _ 300-200 100
qll = h - 4 =
1

G = PO 2 300728020 o oo
h, 4

o = 1S = 3007180 120 _ 55 iieijons
h, 4

g, = P2 G2 S 101D 215 eon
h, 3 3

Se calculeaza analog celelalte elemente din tabelul nr. 4.36.

Se utilizeaza programul Qsb, modulul Transshipment Problem pentru maxim, ob{indndu-se

solutia optima din tabelul nr. 4.37.

Se obtine (teoretic):

max f = 25150 mii lei = 25 150 000 = fax

=25 mii lei/ord (qjj se calculeaza pe coloand)

Practic (din cauza rotunjirilor la partea intregd a lui [X;/h; ]): max f =25 126 000 lei =

100+ +66 . 21 + 20 . 15 + 133 . 30 + 35 . 120 + 250 . 35 mii lei (s-a utilizat profitul unitar

exprimat in lei/bucata de produs, de exemplu : 100 lei/produs P; = 300 - 200)
Deci, in tabelele nr.4.37 sinr.4.37a :

e din piesa/ reperul P; se prelucreaza cantitatea de 260 ore.masina, adica 260/4 = 65 bucati pe

magina M; si cantitatea de 140 ore.masina , adica 140/4 = 35 bucati pe masina M3 ;

e din piesa/ reperul P, se prelucreaza cantitatea de 200 ore.masina, adica [200/3] = 66 bucati pe

masina M; si cantitatea de 400 ore.masind, adica [400/3] = 133 bucéti pe masina M ;

e piesa/ reperul Ps se prelucreaza cantitatea de 500 ore.massina, adica 500/2 = 250 bucati pe

masina M3 ;

o piesa/ reperul P4 se prelucreaza cantitatea de 20 ore.masina, adica 20/1 = 20 bucati pe masina

M.
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Tabelul nr.4.37

Pi| P P, Ps P, a
[ore.masina]
Timp masina
M disponibil
( Oferta)
M, 25 7 10 15 480
260 200 0 20
M, 5 10 15 15 400
0 400 0 0
M3 30 3 17.5 5 640
140 0 500 0
b 400 600 500 20
[ore.produs] 1520
Timp masina
necesar
(Cererea)

Tabelul nr.4.37a. Solutia optima exprimata in bucati

Pl P P, Ps P
M

M 100 21 20 15
65 66 0 20

M, 20 30 30 15
0 133 0 0

M; 120 9 35 5

35 0 250 0

Daca se considera aceeasi problema data de tabelul nr.4.35 si tabelul nr.4.36 , dar criteriul
de optimizare sa fie cel de minimum, deci min f, se ob{ine solutia cea mai nefavorabila si
nedorita in tabelul nr. 4.38 si in tabelul nr. 4.38a.

Tabelul nr 4.38. Solutia defavorabila, non-optima

Pj Py P, P3 Pa aij
[ore.masind]
Timp masina
M disponibil
( Oferta)
M, 25 7 10 15 480
0 0 480 0
M, 5 10 15 15 400
400 0 0 0
M3 30 3 17.5 5 640
0 600 20 20
b 400 600 | 500 20
[ore.produs] 1520
Timp masina
necesar
( Cererea)
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Tabelul nr.4.38a. Solutia defavorabila, non-optima, exprimata in bucati

Pl P P, Ps P
M

M 100 21 20 15
0 0 240 0

M, 20 30 30 15
100 0 0 0

Ms; 120 9 35 5

0 300 10 20

Teoretic, min f=9050 mii lei =9 050 000 lei = fyn .
Practic, din tabelul nr.4.38a rezulta min f = 9 950 mii lei = 9 950 000 lei =100 . 20 + 300 .9 +
240 .20 +10. 35 + 20 .5 mii lei

Se obtine intervalul teoretic in care se poate Tncadra profitul, deci:

f e [fmin ) 1:max]

sau 1n cazul concret al aplicatiei considerate (teoretic) :
f e [9050 000 ; 25 150 000 ].

Practic, f € [9 950 000; 25 126 000].

4. 11. Problema de transport in programarea si planificarea productiei

intr - un sistem de productie (atelier,sectie, intreprindere) un anumit produs are cererea
asiguratd pe un an de zile, defalcatd pe cele 4 trimestre, bj, bj 0, j =1, 2, 3, 4. Capacitatea de

productie Tn conditii normale este de a; unitati de produs pe trimestru, a; > 0, i =1, 2, 3, 4,
produsele au ciclul de fabricatie mai mic de o luna, iar costul unitar pe produs este C unitati
monetare,

C > 01 1
deci cererea este mai mare decat oferta.

Daca intr - un trimestru se depaseste planul de fabricatie , fabricandu-se mai mult decat
se cere pe piatd in trimestrul respectiv, se poate vinde trimestrul urmator, dar apar cheltuieli de
stocaj Tn plus egale cu a unitati monetare pe unitatea de produs si trimestru.

Daca se lucreaza in zilele libere sau n alte conditii, se pote fabrica peste plan in fiecare trimestru
cate d; unitati de produs, dar cu costurile unitare marite si egale cu ¢ + f pe produs, ¢ >0, > 0.
Se cere sa se determine un plan de productie pe cele 4 trimestre (1 an ), care sa satisfaca cererea
si costurile totale de productie (costuri de productie si costuri de stocaj) sa fie minime.

Pentru rezolvarea problemei, se va transforma intr-o problema de transport bidimensionald de
minimizare. Se vor nota cu A, A,, A;, A, starile sistemului de productie in cele 4 trimestre cand
capacitatea sa este a,, i =1, 2, 3, 4 si costurile unitare pe produs sunt c, iar cu A'1 , A'2 , A'3 , A'4
starile sistemului de productie in cele 4 trimestre cand produce peste plan d; unitati de produs pe
trimestru, i = 1, 2, 3, 4, cu costurile unitare pe produs egale cu ¢ +f . Se vor considera A, A,,
A, A, AL A, A, A, casidepozite (oferta), iar cele 4 trimestre T, T,, T,, T, casi centre
de consum (cererea). Se sintetizeaza aceste elemente Tn tabelul 4.40.

Tabelul nr.4.40.
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T; T, T, T3 T4 Disponibil
A (Oferta)
di
A Cc c+a c+2a c+3a a
A, C c+a c+2a a
Az C Ct+ta as
A, C a
As= A, c+p c+B+a | c+B+2a | c+B+3a dy
As= A, c+P C+B+a | c+P+2a d,
Ar=As c+P C+B+a ds
Ag =A, c+B d,
Necesar (o] b, bs b4 S
(Cererea) S
bj
4 4
S1= D a+ ) 0 (4.35)
j=1 j=1

4
52: Z bj
j=1

S-a notat costul unitar egal cu o (infinit) cdnd este imposibila folosirea situatiei
respective, iar pentru rezolvarea pe calculator pentru inlocuirea lui o se alege o valoare mai
mare decat celelalte elemente ale tabelului 4.40.

Modelul matematic este dat de relatiile (4.36).

> Xij=aj, i=

i=1

1,2,...,.m;

D Xijbj,i=12...m
i=1

Xjj 2 0,i=12,...m;j=12...,n; (4.36)
f)= 2 2 cij. Xij
i=1  j=1
min f(X)
unde: X reprezintd cantitatea livratd din A; in T; cu costul unitar c;;
si

X=(Xj),i=1,2,...m;j=12,...,n.

Costurile ¢

j i=1,2,..,m;j=1 2., n,sunt date in tabelul nr. 4.40.
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Aceasta este o problemd de transport bidimensionala de minimizare ce se rezolva cu
algoritmul de transport (algoritmul potentialelor) de minimizare sau prin utilizarea unui program
calculator, obtinandu-se solutia optima (m = 8, n = 4 in exemplul considerat).

Problema se rezolva analog si in cazul cand livrarile catre piata sunt lunare, modelul
matematic este (4.36), dar se modifica m sin, m =24, n= 12, produsele au ciclul de fabricatie
mai mic de o luna, iar costurile unitare, oferta si cererea se refera la o luna si sunt cele din tabelul
nr. 4.41.

Se pot considera si alte orizonturi de timp: sdptdimana, decada etc. pentru modelul (4.36),
cu valori specifice ale luim, n, ¢ij, &, b;,1=1,2,...,m;j=1,2...,n.

Tabelul nr.4.41.

Li| Ly L, Ly Ly Ls Lg L, Lg Lo Lig Ly L, Disponibil
Ai a;
A, c cta ct2 | ¢c+3a | c+t4a | c+tS5a | c+6a | c+7a0 | ¢c+8a | ¢c+9a | c+10a | ct+lla a
o
A, c c+to [ c+2a | c+3a | c+4o | c+500 | c+b6a | c+7a | C¢+8a | c+9a | c+10a a,
Az C cta c+20. | ¢c+3a | c+H4a | c+ba | c+ba | c+7a c+8al c+9a a3
Ay C cto | c+t2a | c+3a | ct4a | c+ba | c+6a | c+7a | c+8a Ay
As c cto | c+2a | c+3a | c+4o | c+b5o | c+6o | c+7a as
Ag C cto | c+t2a | c+3a | ct4a | c+5a | ct+ba as
A, C cta | c+2a | c+3a | c+4a | ct+ba a7
Ag C Ccta | c+t2a | c+3a | ctdo ag
Ag C cta | c+2a [ c+3a ag
Aqg c ct+a c+2a ayo
Ap c c+a ann
Ar Cc aip
Az | CHB | cHB+ | CHB | cHp + d;
a +20 | 3a
Ay CHB | c+p+ | CHB + dz
o 20
Ass C+B | c+p+ | cHB+ ds
o 2
A Ct | c+p+ | cHp+ ds
o 2
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Az CHp | c+p+ | CHB + ds
o 2a
Asg CHp | c+p+ | CHB + ds
o 2a
Al CHp | c+p+ | CHB + d;
o 2a
Ay c+p ds
A c+P dg
Ay c+p dio
Ags c+p diy
A c+P dp,
b; b, b, bs by, bs bs b, bg bg b1o by b1, S;
Sy

Exemplul nr. 4.9. Problema de transport in programarea productiei

O firma care fabricad un anumit produs are cererea asiguratd pe un an de zile (sau alt
orizont de timp), defalcata pe cele 4 trimestre, bj , bj 0,j=1, 2, 3, 4. astfel:

b1 = 150, b, = 180, b3 = 200, b, = 210.

Tabelul nr.4.42.

T; T, T, T3 Ta Disponibil
A (Oferta)
di
Ay 40 40+10=50 | 40+2.10=| 40+3.10= a; =90
(©) (c+ o) =60 =70
(c+2a) (c+3a)
A, 9999 40 40+10=50 | 40+2.10= a, =100
0 C (c+ ) =60
(c+2a)
A; 9999 9999 40 40 +10="50 az = 105
Q Q0 (© (c+a)
Ay 9999 9999 9999 40 a; =112
Q Q Q ©
As=A; [40+25=|40+25+10 | 40+25+ 40 + 25 + d; =50
=65 =75 +2.10 =85 +3.10 =95
c+p) | c+B+o) | (C+PB+20) | (C+P+3a)
As=A 9999 | 40+25=65 | 40+25+10 | 40+25+ d, =55
0 (c+B) =75 +2.10=85
c+B+a) | (C+PB+2n)
A=A 9999 9999 40 +25=65 | 40+25+ 10 d3 = 60
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0 0 (c+p) =75
(C+P+o)
As =A, 9999 9999 9999 40 + 25=65 ds =63
Q Q0 Q0 (c+p)
Necesar | by =150 b, =180 bs =200 b, =210 S1 =635
(Cererea) S, =740
bj

Capacitatea de productie in conditii normale este de a; unitati de produs pe trimestru,
a,>0,i=1,2, 3, 4, produsele au ciclul de fabricatie mai mic de o lund, iar costul unitar pe

produs este ¢ unitati monetare,
c>0, |,
deci cererea este mai mare decat oferta. Valorile concrete sunt:
a; =90, a, =100, az =105, a5 =112, ¢ =40 u.m. (unitati monetare)

Daca intr - un trimestru se depaseste planul de fabricatie, fabricandu-se mai mult decat se cere pe
piata in trimestrul respectiv, se poate vinde trimestrul urmator, dar apar cheltuieli de stocaj in
plus egale cu o unitati monetare pe unitatea de produs si trimestru, oo = 10 u.m. Daca se lucreaza
n zilele libere sau in alte conditii, se poate fabrica peste plan in fiecare trimestru cate d; unitati
de produs, i =1, 2, 3, 4, dar cu costurile unitare marite si egale cu ¢ + 3 pe produs, ¢ >0, >0,
astfel: d; =50, d, =55, d3 =60, dy =63, B =25.

Se cere sa se determine un plan de productie pe cele 4 trimestre (1 an ), care sd satisfaca
cererea si costurile totale de productie (costuri de productie si costuri de stocaj) sa fie minime.

Tabelul nr.4.43.

T; T, T T3 T4 Disponibil
A a

Ay 40 50 60 70 a1 =90
90 0 0 0

A, 9999 40 50 60 a, = 100
0 100 0 0

As 9999 9999 40 50 as = 105
0 0 105 0

A, 9999 9999 9999 40 as =112
0 0 0 112

As=A, |65 75 85 95 d; =50
50 0 0 0

Ag=A |9999 65 75 85 d, =55
0 55 0 0

A;=A5 |9999 9999 65 75 d; = 60
0 0 60 0

Ag =A', | 9999 9999 9999 65 ds = 63
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0 0 0 63
Necesar | by=150 | b, =180 bs = 200 bs = 210 S; =635
b; S, = 740

N

4
S = a + Z di = 407 + 228 =635 unitati de produs

i=1

Il
N

Sy = b; =150 + 180 + 200 + 210 = 740 unitati de produs

M-

Il
—

]

Pentru costul egal cu (acest cost inseamna ca situatia respectivd nu poate avea loc) se
alege o valoare mai mare decat toate costurile din tabelul nr. 4.42 , de exemplu 9999.

Se va rezolva problema de transport de minimizare din tabelul nr. 4.42 cu programul Qsb,
iar solutia optima este in tabelul nr. 4.43 si min f= 31100 u.m.

Din tabelul nr. 4.43 care contine solutia optima de fabricatie, min f=31100 u.m.,
rezulta ca fabricatia se va desfasura astfel:

- se vor fabrica S; = 635 unitati de produs, din care 407 unitati de produs cu costul
¢ = 40 um, iar 228 unitafi de produs cu costul unitar de fabricatie mai mare, egal cu
c+B=40+25= 65u.m.;

- In primul trimestru se vor fabrica X;; = 90 unitati de produs cu costul unitar de
fabricatie ¢ =40 u.m, iar Xs; = 50 unitati de produs cu costul unitar de fabricatie mai mare, egal
cu c+pB=40+25==65um.

- 1n al doilea trimestru se vor fabrica X5, = 100 unitati de produs cu costul unitar de
fabricatie ¢ = 40 u.m, iar Xg, = 55 unitati de produs cu costul unitar de fabricatie mai mare, egal
cu c+pB=40+25==65um.

- in al treilea trimestru se vor fabrica X33 = 105 unitati de produs cu costul unitar de
fabricatie ¢ = 40 u.m, iar X73 = 60 unitd{i de produs cu costul unitar de fabricatie mai mare, egal
cu c+pB=40+25==65um.

- in al patrulea trimestru se vor fabrica X4 = 112 unitdti de produs cu costul unitar de
fabricatie ¢ = 40 u.m, iar Xg4 = 63 unitd{i de produs cu costul unitar de fabricatie mai mare, egal
cu c+pB=40+25==65um.

4. 12. Modele liniare de repartizare si transfer de fonduri

O intreprindere are nevoie pentru o investitie de o suma de bani S; esalonatd in n
perioade de timp, cu necesarul fiecarei perioade Bj egal cub; , j=1,2,..,n si

S;L:

Tntreprinderea va solicita creditarea investitiei la m banci A; (sau aceeasi banci care la
momentele respective este Tn starea A; ) care dispun pentru aceasta investitie a intreprinderii de
sumele a; , iar costul unitar (dobanda) al sumelor de la banca A; in perioada B; este cj; unitati
monetare, 1 = 1,2,..., m; j =1, 2,....,n. Se observa ca este vorba despre o problema de transport,
iar elementele sale sunt similare celor din tabelul 4.39.

163



Tabelul nr.4.39

B; B B, Bn Disponibil
A aj
Aq C11 C12 Cin a
Az C21 Co22 Con a
Am Cm1 Cm2 Cmn dm
Necesar b, b, bn Zm:
a.
bj =i
n
b
j=1

Intrepriderea doreste si obtin banii necesari cu un cost total minim, deci din punctul de
vedere al ntreprinderii se poate utiliza problema de tip transport de minimizare, cu modelul
matematic dat de relatiile (4.33), solutia optima X™" = ( X;™ ),i=1,2,.., m;j=1,2,..n si
valoarea minima a functiei obiectiv este fmin.

Zn: le aj, | —1,2,...,m;

=1

> Xij=bj,j=1,2...,n
i=1

XlJZ 0,|:1,2,,m,j:1,2,,n, (433)
)= 2 2 cij. Xij

i=1 j=1
min f(X)

unde: g >0, b;>0,c; 20, X=(X;),i=12,...m;j=12..n;

D a = Z;bi ,
=

i=1

deci oferta este egala cu cererea, problema de transport este echilibrata si se rezolva cu
algoritmul potentialelor pentru problema de minimizare sau pe calculator cu programul Qsb.

In acelasi timp, bancile doresc si obtini un castig maxim posibil din aceasti afacere
(functia f reprezinta pretul, dobanda ), deci pentru banci elementele problemei sunt sintetizate tot
in tabelul 4.39, dar modelul matematic este o problemd de transport de maximizare data de
relatiile (4.34) cu solutia optimd X" si valoarea maximai a functiei obiectiv fiax .

XM= (Xi™), i=1,2,...,m; j=1,2,...,n;
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Xij=aj, i=1,2,...,m;

j=1
> Xij=bj,j=1,2...n
i=1

(4.34)

max f(X)
Intervalul de incadrare a costului capitalului este

fe [fmin,fmax]

si in urma negocierii dintre intreprindere si banci va rezulta o combinatie convexa a solutiei
minime si maxime,

care va fi costul total al capitalului.

re [0, 1],

Exemplul nr. 4.10.

Se considera m = 3 banci Bj ,i=1, 2, 3 sin =4 clienti, Cj, ] =1, 2, 3, 4, cu oferta de
bani, cererea de bani si costurile date in tabelul nr.4.45.

Tabelul nr.4.45

Ci C1 C, Cs Cs Oferta
B, a; (Lei)
B; 5% 3% 6% 7% 100
B> 2% 4% 7% 3% 80
Bs 4% 6% 5% 8% 120
Cererea 75 55 40 130 S =300
bj (Lei)

Trebuie determinatd ce suma va fi luatd de la fiecare banca astfel incat costul total al
creditarii sa fie minim. Se va utiliza modelul problemei de transport de minimizare si se va
rezolva cu programul Qsb - modulul Transshipment problem, iar solutia optima este in tabelul
nr.4.46.

165



Tabelul nr.4.46

Ci Ci C, Cs Cs4 Oferta
Bi ai (Lei)
B, 5% 3% 6% 7% 100
0 55 0 45
B 2% 4% 7% 3% 80
0 0 0 80
Bs 4% 6% 5% 8% 120
75 0 40 5
Cererea 75 55 40 130 S =300
b (Lei)

Min f = 1260/100 lei = 12.6 lei.
Solutia defavorabila, nedorita de firma, este in tabelul nr.4.47, max f=1920/100 lei = 19.2 lei.

Tabelul nr.4.47

Ci C1 C, Cs Cs Oferta
Bi a;
B, 5% 3% 6% 7% 100
75 0 0 25
B, 2% 4% 7% 3% 80
0 40 40 0
Bs 4% 6% 5% 8% 120
0 15 0 105
Cererea 75 55 40 130 S =300
bj

Rezulta f €[12.60, 19.20].

Se vor modifica costurile cj; (se va analiza oferta concretd a unor banci) si se va determina solutia

optima.
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4.13. PROBLEMA DE AFECTARE (REPARTIZARE, ASIGNARE) A
RESURSELOR

A afecta inseamna a aloca, a repartiza, a atribui, cu respectarea unor conditii.

Tntr-o problema de alocare de tip afectare (repartizare, asignare) sunt n resurse (tabelul nr.
4.48): R, Ry, ..., Ry, care trebuie repartizate la n activitati: A; , Az, ..., An, astfel incét fiecare
resursa sa fie repartizata la cate o singura activitate si fiecarei activitati sa i se repartizeze cate o
singura resursa. O astfel de repartizare se poate face Tn mai multe moduri, dar alegerea trebuie sa
se facd dupd un criteriu. Repartizarea resursei R; pe activitatea A; implica costul (profitul,
beneficiul) ¢ij > 0, i,j=1,2,...,n; neN.

Valoarea cj poate avea semnificatia concretd de cost, consum de timp, procentaj de
rebuturi etc. si in acest caz este vorba de o problema de afectare de minim.
Daci cjj are semnificatia de beneficiu (profit) unitar, pret, randament etc. , atunci problema de
afectare este de maxim. Intr-o problemi de repartizare cu n resurse si n activititi existd
satisfac un anumit criteriu de optim (minim sau maxim). Sa se repartizeze resursele pe activitati,
astfel incat costul total sa fie minim. (in cazul problemei de repartizare de maxim se cere max f si
cij au semnificatia de profit, pret etc. , deci profitul trebuie sa fie maxim)

Legatura dintre resursa R; si activitatea A; este data de variabila Xj; , i, j = 1, 2,...,n,

atasata acestora, care poate lua valorile zero sau unu.
Tabelul nr. 4.48

AJ A]_ A2 cee An
Ri
Ry Cu Cp . Cnn
R» Co Cx» ... Con
Rn Cn1 Cn2 - Cmn

Variabila Xij se defineste astfel:
X {1, daca resursa R, este repartizata activitatii A
ij =

0, daca resursa R nu este repartizata activitatii A

Tabelul nr.4.49

AJ A]_ A2 cee An
Ri
Ry X11 Xi2 . Xin
R, X1 Xo2 ... Xon
Rn Xn1 Xn2 - Xnn

Problema de repartizare (4.47) poate avea semnificatia concretd a repartizarii a n
muncitori cu calificari diferite pe n masini sau n lucrari, astfel Tncat costul sau timpul total al
prelucrdrii sa fie minim sau rebuturile sd fie minime, cand se cunosc costurile unitare cjj ,
I, j =1, 2,..,n. Modelul matematic al problemei de afectare (repartizare, asignare) de minim
este dat de relatiile (4.47).

In mod similar cu relatiile (4.47) este cazul problemei de repartizare de maxim, doar ca se
cere max f si cjj au semnificatia de profit, pret etc. Modelul matematic al problemei de afectare
(repartizare, asignare) de maxim este dat de relatiile (4.48).
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X. =1 ,i=1,2,...n;

X.=1 ,j=12,..,n

i=1

Xij=0,i=1,2,..,nj=1,2..,n

(4.47)
Xije{0,1},i=1,2,...,nj=1,2,..,n
f= ZZC'J"X‘J’
i=1 j=1
min f
Problema de afectare (repartizare, asignare) de maxim este (4.48).
D Xy=1 ,i=1,2, ..,
j=1
;xij =1 ,j=1,2,..nm
Xij >0 ,i=1,2,.., I’l;j =12, ..,n
(4.48)

Xij E{O , 1} ) i= 1,2, ..,n j =12, ..n

f=226X;

i=1 j=1
max f

Problema din relatiile (4.47) este o problema de transport degenerata, se poate rezolva cu
algoritmul de transport sau cu algoritmul ungar (Kuhn-Egervahry), respectiv prin utilizarea
programelor calculator Qsb - modulul assignment problem, Dsspom - modulul assignment
method sau alte programe.

Exemplul nr. 4.11.

Sa se repartizeze sase muncitori Mj, My , M3, My, Ms , Mg pe sase masini (lucrari) Ty ,
T,, T3, T4, Ts, Te astfel incat costul total al repartizarii sa fie minim. Costurile sunt in tabelul
nr. 4.50., iar in matricea costurilor C, cjj reprezinta costul (exprimat in unitdti monetare)
repartizarii muncitorului M; pe masina T , 1, j = 1,2, ..., 6.. Trebuie sd se determine solutia
optima si solutia cea mai defavorabila, precum si intervalul de incadrare al costurilor.

Tabelul nr. 4.50

Tj T, T, Ts Ts Ts Te
M;

M, 5 3 8 6 10 4
M, 11 7 9 4 5 2
M, 13 10 5 7 8 9
My 7 12 4 3 6 5
Ms 9 5 10 12 13 11
Me 4 9 7 5 4 3
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538 6 10
11 7 9 4 5
7

13 10 5 8
712 4 3 6

9 5 10 12 13 11
4 9 7 5 4 3

g1 N D

Modelul matematic al problemei de afectare de minim:

X, =1 =126

j=1

6
;xijzl =12, .., 6

Xi0 ,i=1,2,..,6;,j=1,2,..,6;
Xi{0,1} , i=1,2,..6;,j=1,2, ..,6;
min f

Se rezolva cu programul Qsb, modulul assignment problem pentru problema de minim, iar
solutia optima este:

Minf=24u.m.=5+2+5+3+5+4,

si este datd de repartizarea din tabelul nr.4.51.

Tabelul nr.4. 51. Repartizarea optima a muncitorilor pe masini

T; T, T, Ts Ta Ts Ts
M;

M, 1 0 0 0 0 0
M, 0 0 0 0 0 1
M3 0 0 1 0 0 0
My 0 0 0 1 0 0
Mg 0 1 0 0 0 0
Me 0 0 0 0 1 0

Deci, din tabelul nr.4.51, rezulta solutia optima:

- muncitorul M; pe masina T; ;
- muncitorul M, pe masina T ;
- muncitorul M3 pe masina T3 ;
- muncitorul M4 pe masina T, ;
- muncitorul Ms pe masina T ;
- muncitorul Mg pe masina Ts .
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Se vor presenta ecrane Qsb.

Welcome to Q5B (Quantitative Systems for Business>t

Code
Program Mo . Program

a3 —— Assignment prohlem

Fress the up or down key to locate the desired option. Then presz ENTER.

BN QSB = | D

Helcome to ywour Assignment Problem (ASHMP} Decision Support Sustem?

Option Function

———— Enter new problem

ress the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.

170



&N QB o | (5[

ASHP Entry for pa

ress the SPACE BAR to continue if your entries are correct.

BN QSB L= [ (E] ]

Enter the CostsProfit Coefficients Page 1

[y

Ll

8
?
5
4

[y

G i b D P =] W ek Bl s W LR

ress the SPACE BAR to continue or Esc to go to the previous page.
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B Q5B =) .

Summary of Assignments for pa Page =

Fress any key to continue.

Se va determina solutia defavorabila, nedorita, deci problema de maxim. Modelul
matematic al problemei de afectare de maxim:

6
D Xy=1 ,i=1,2.,6;
j=1

6

> Xy=1 ,j=1,2,..,6;
i=1

)QjO ,i: 1,2,.“,6;j =

max f

Solutia defavorabila, care nu este dorita, se determind pundnd conditia ca repatizarea
muncitorilor pe masini sa se faca astfel incat sa avem max f, rezolvand cu Qsb, modulul
assignment problem pentru problema de maxim,

Maxf =61u.m.=10+11+9+12+12+7
, este data de repartizarea din tabelul nr.4.52.

Tabelul nr. 4.52. Repartizarea defavorabild a muncitorilor pe masini

Tj T, T, Ts Ts Ts Te
M;

M, 0 0 0 0 1 0
M, 1 0 0 0 0 0
M3 0 0 0 0 0 1
My 0 1 0 0 0 0
Ms 0 0 0 1 0 0
Me 0 0 1 0 0 0

Deci, din tabelul nr.4.52, rezulta repartizarea cea mai defavorabila, nedorita:
- muncitorul M; pe masina Ts ;

- muncitorul M, pe magina Ty ;
- muncitorul M3 pe masina T ;
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- muncitorul M4 pe masina T ;
- muncitorul Ms pe masina Ty ;
- muncitorul Mg pe masina T .

Intervalul de incadrare a costului repartizarii muncitorilor pe masini este: fe [24, 61].
Evident, este dorita solutia optima, deci cea pentru care min f = 24 u.m.

Observatii

1. Problema de afectare are sens si daca sunt m resurse si n activitati, m=n, m, n eN.
Problema se echilibreaza prin introducerea a n — m resurse fictive pentru cazul m < n (se
completeazd matricea C cu n — m linii nule), respectiva m — n activitati fictive pentru cazul
m > n (se completeaza matricea C cu m — n coloane nule), iar costul (profitul) unitar este zero in
ambele cazuri. Pe calculator programul Qsb o echilibreaza si apoi o rezolva. Se va exemplifica
prin modificarea exemplului nr.4.10. (cinci muncitori pe sase masini sau sase muncitori pe cinci
masini).
Modelul matematic este (4.49).

DXy <l ,i=1,2,.,m;

j=1

DXyl ,j=1,2, .., (4.49)
i=1

D> X, =min{m,n}

i=1 j=1

Xij >0 ,i=1,2,.., m; j =12, ..n
Xije{0,1},i=1,2,...m;j=1,2,..,m

F=>>06X,
i=l j=1
min f

Problema din relatiile (4.49), se poate rezolva cu algoritmul ungar (Kuhn-Egervahry),
respectiv prin utilizarea programelor calculator Qsb - modulul assignment problem, Dsspom -
modulul assignment method sau alte programe.

2. Se poate ca unele repartizari sd nu fie posibile, sunt interzise. Daca repartizarea
resursei R; pe activitatea Aj nu este posibila, se atribuie variabilei Xj; valoarea oo, iar unde este
posibil se poate lua Xj = 1. Se va determina repartizarea care realizeaza min f. Daca la
rezolvarea cu programul Qsb sau altfel apare o repartizare a unei resurse la o activitate cu
valoarea oo(practic o valoare foarte mare), acea repartizare a resursei nu se accepta, fiind
acceptate doar repartizarile cu valori finite. Pot ramane resurse care nu sunt repartizate si
activitati fara resurse. Pentru problema de afectare de maxim, daca repartizarea resursei R; pe
activitatea Aj nu este posibila, se atribuie variabilei Xj; valoarea -oo.

Exemplul nr. 4.12.

Intr-o sectie a unei intreprinderi se cumpara sapte masini noi, notate Y1, Y2, Y3, Y4, Y5
Y6, Y7 pe care trebuie sa lucreze sapte muncitori care trebuie selectati dintre muncitorii firmei,
masinile Yj , functie de calificarea lor, daca este posibild repartizarea se pune 1 In cdsuta (i,),
1,j=1, 2, ...7, iar unde nu este posibil se noteaza cu co. Sa se realizeze repartizarea muncitorilor
firmei pe masini, iar unde nu este posibil firma va trebui sd angajeze.
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Pe calculator se inlocuieste oo cu 0 valoare mai mare decat datele problemei, de exemplu
999. Daca la rezolvarea cu programul Qsb apare o repartizare cu valoarea oo, acea repartizare
nu se acceptd, fiind acceptate doar repartizarile cu valori finite. Solutia optimd se obtine cu
programul Qsb.

Tabelul nr.4. 53

Y Y: Y, Y3 Yy Ys Ys Y7
Xi
X1 1 o o0 1 o o0 0
X5 o 1 1 o0 o0 o 1
X3 o0 1 o0 o0 1 o0 1
X4 1 o o0 1 o 1 o0
Xs 1 o o0 oo o 1 o0
Xs o0 o0 o0 1 00 1 00
X7 o0 1 00 00 1 00 o0

Solutia optima:

Summary of Assignments for zz

ress any key to confinue.

Deci, repartizarea va fi:
- muncitorul 1 se repartizeaza pe masina 1;
- muncitorul 2 se repartizeaza pe masina 3;
- muncitorul 3 se repartizeaza pe masina 7,
- muncitorul 5 se repartizeaza pe masina 6;
- muncitorul 6 se repartizeaza pe masina 4;
- muncitorul 7 se repartizeaza pe masina 2;
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- muncitorul 4 nu se poate repartiza pe masina 5 si isi va pastra vechiul loc de
munca din firma respectiva, iar firma va trebui sd angajeze un muncitor.

Ecranele de rezolvare cu programul Qsb:
o QSE =Ry

Welcome to QSB (Quantitative Systems for Business)t

Code
Program Mo . Program

gl —— fAssignnent prohlen|

Then press ENTER.

rezz the up or down key to locate the desired option.

ASHP Entry for zz

Press the SPACE BAR to continue if vour entries are correct.
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MATEMATICA APLICATA IN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C10 -2019
Ordonantarea fabricatiei

Ordonantarea fabricatiei se Incadreazd 1n programarea operativd a productiei care este o
componentad importantd a managementului productiei.

Ordonantarea fabricatiei inseamnd  determinarea ordinii optime de prelucrare
(minimizarea timpului total de prelucrare, minimizarea timpului total al reglajelor, minimizarea

timpului de stagnare a utilajelor etc.) a n produse pe m masgini, m, n €N .

Problema ordonantarii fabricatiei a aparut in literatura de specialitate in 1954 datorita
lucrarilor lui S. M. Johnson care propune si rezolva problema prelucrarii a n produse, nN, pe m
= 2 masini, deci ordonantarea fabricatiei in sensul de minimizare a timpului total de prelucrare a
celor n piese, elaborand un algoritm care 1i poartd numele.

Principalele obiective ale ordonantarii fabricatiei sunt:

1. realizarea unei succesiuni tehnologice prescrise si logice a operatiilor pentru fiecare
produs pus in fabricatie;

2. Incarcarea eficientd a capacitatilor de productie;
. minimizarea duratei totale a ciclului de productie;
. respectarea maxima a termenelor de livrare a produselor;

. facilitarea alegerii variantei eficiente de program prin procesul decizional;

o 01 W

. controlul, urmarirea si actualizarea programului de productie;
7. utilizarea fortei de munca minime in activitatea de programare si urmarire a productiei.

A.) Ordonantarea a n_piese pe doua masini.

Pe doua masini A si B trebuie prelucrate n piese diferite, nN, fluxul de lucru este in ordinea A, B
. Fiecare piesa P; are timpii de prelucrare pe cele doua masini dati de vectorul ( a;, bj), i=1, 2,
..., n. Se considera ca timpul de pregatire dintre lucrari este zero sau dacad existd este acelasi
pentru fiecare piesa P; , indiferent de lucrarea precedenta si de aceea se poate include Tn timpul
de prelucrare, deciin (&, bj),i=1,2, ..., n. Timpul de transport de la masina A la masina B se
considera zero. Trebuie realizatdi ordonantarea fabricatiei Tnh sensul de minimizare a timpului
total de prelucrare a celor n piese.

Algoritmul lui Johnson

e Se determina:
min (a;, bj)
1<i<n
Daca minimul este ay , Se va planifica mai intai piesa Py .
e Daca minimul este by , lucrarea Py se va planifica ultima.

Se scoate piesa Py din coada de asteptare la prelucrare, raimanand n - 1 piese de prelucrat si se
repeta cei patru pasi ai algoritmului.

Exemplul nr.2. 1.

Sa se determine ordonantarea a n = 6 piese pe m = 2 masini A si B , daca timpii de
prelucrare pe fiecare masind, , exprimati Tn minute, sunt in tabelul nr. 1 si timpii de transport de
la magina A la B sunt zero. Se va face si graficul Gantt corespunzator.
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Tabelul nr. 1

Piesa P; aj o] Succesiunea
P4 8 7 4
P, 4 1 6
P3 9 5 5
Py 6 10 3
Ps 2 11 1
Ps 3 13 2

Succesiunea de prelucrare este: Ps, Pg, P4, P1, P3, P2

Timpul total de prelucrare rezulta din graficul Gantt, T =49 minute.

B.) Ordonantarea fabricatiei a n produse pe m = 2 masini cu timpul de transport t; > 0

Ordonantarea fabricatiei a n produse pe m = 2 masini A si B, cand timpul de transport al
produsului P; de la masina A la masina B este ti , ti > 0, timpii de prelucrare sunta;, bj,i=1,2,

..., N, se face utilizand algoritmul Johnson pentru timpiia;, b; ,

a’i =gt

b’i =bj+t ,i=1,2,...,n.

ti

Exemplul nr. 2.2.

Sa se determine ordonantarea a n = 6 piese pe m = 2 masini A si B , dacad timpii de
prelucrare pe fiecare masina sunt in tabelul nr. 2 si timpii de transport de la masina A la B sunt

)

diferiti de zero, exprimati in minute. Se va face si graficul Gantt corespunzator.

Tabelul nr. 2
Piesa P; a o ti Succesiunea
Py 8 7 3 4
P, 4 1 1 6
P3 9 5 4 5
Py 6 10 2 2
Ps 2 11 5 1
Ps 3 13 7 3

Tabelul nr.2 se transforma cu relatiile (1) in tabelul nr.3 caruia i se aplicd algoritmul lui

Johnson, rezultand succesiunea de prelucrare, care se noteaza apoi si in tabelul nr.2.

Tabelul nr. 3

Piesa P; a bi Succesiunea
P, 11 10 4
P2 5 2 6
Ps3 13 9 5
P, 8 12 2
Ps 7 16 1
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Ps 10 20 3
Succesiunea de prelucrare este: Ps, P4, Pg, P1, P3, P2 . Se va face graficul Gantt.

C.) Ordonantarea fabricatiei a n produse pe m = 3 masini

La modul general ordonantarea fabricatiei a n produse pe m = 3 masini este suficient de
complicatad. Ordonantarea fabricatiei a n produse pe m = 3 masini A, B, C, in ordinea A, B, C,
cu timpii de prelucare dati prin vectorul: (aj, bj, ¢i),i=1, 2, ..., n, daca este verificata una din
urmatoarele doua conditii, (2) sau (3) este relativ simpla:

min a > max b; (2
1<i<n 1<i<n

sau
min ¢; > max b; . 3)

1<i<n 1Zi<n

Problema se reduce la ordonantarea a n piese pe douad masini. Se calculeaza:
ai=a; + by (4)
bi=ci+bi ,i=1,2,..n
si se aplicd algoritmul lui Johnson considerand n piese pe doud masini A si B
cu timpii (a'i . bj ),i=1,2,..,n,rezultind succesiunea optima de prelucrare.
Exemplul nr. 2.3.

Sa se determine ordonantarea a n = 6 piese pe m = 3 masini A, B si C daca timpii de
prelucrare pe fiecare masind sunt in tabelul nr. 4 si timpii de transport de la masina A la B,
respectiv B la C sunt zero. Se va face si graficul Gantt corespunzator.

Tabelul nr. 4
Piesa P; a b Ci Succesiunea
P1 8 3 6 4
P2 11 1 5 6
Ps3 9 5 4 1
P4 12 6 2 5
Ps 10 2 7 3
Ps 13 7 9 2
Tabelul nr. 5
Piesa a bi Succesiunea
Pi
P1 11 9 4
P, 12 6 6
P3 14 9 1
Py 18 8 5
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Ps 12 9 3
Ps 20 16 2

Sunt verificate relatiile (2), deci tabelul nr.4 se transforma cu relatiile (4) in tabelul nr.5 caruia i
se aplica algoritmul lui Johnson, rezultand succesiunea de prelucrare, care se noteaza apoi si in
tabelul nr.4.

Succesiunea de prelucrare este: P;, Ps, Ps, P1, P4, P, . Se va face graficul Gantt.

D.) Ordonantarea fabricatiei a n piese pe m masini, m > 3

Modelele matematice exacte de rezolvare a ordonantarii productiei a n produse pe m masini (m >
3) sunt dificil de aplicat din cauza complexitatii si timpului de calcul foarte mare, dar exista
algoritmi euristici care nu dau solufia optima, ci o solutie suboptimala, deci apropiata de solutia
optima si acceptabila.

Ordonantarea fabricatiei a n produse pe m masini, m3, se poate face teoretic prin
rezolvarea unei probleme de programare liniard disjunctiva, care are forma :

da;.X;=a ,i=1,2..,m; mn eN

=1

> by.X;2b sau > ¢, X;2¢ ,k=12..p, peN (5)
j=1 i=1

Xj20,j=1,2,...,n
f=>d.X,

j=1
min f

Rezolvarea problemei date de relatiile (5) se reduce la rezolvarea a 2° probleme de

programare liniara si alegerea dintre ele a aceleia pentru care functia obiectiv f are valoarea cea
mai micad. Se pot utiliza programe calculator: Qsb, Dsspom, Lindo etc. pentru rezolvarea celor
2° probleme de programare liniara, dar timpul de calcul este mare.
De exemplu, pentru o intreprindere este posibil sa existe Tn modelul (5) p = 10 conditii
disjunctive, deci in acest caz ar trebui rezolvate  2'° = 1024 probleme de programare liniara.
Din cauza cantitatii mari de calcule, n practica, in functie de valorile concrete ale lui n si m,
precum si a conditiilor concrete ale intreprinderii, se utilizeaza algoritmi euristici , cu care se
obtine in general o solutie suboptimala.din vecinatatea solutiei optime.

E.) Ordonantarea fabricatiei a n piese pe 0 masini

Ordonantarea fabricatiei a n piese pe o masinad ( minimizarea timpului necesar efectudrii
tuturor reglajelor ) se poate face utilizand algoritmii NB (Next Best ) si NB cu origine variabila.
In cazul unui utilaj complex care necesiti o durati mare de reglaj pentru trecerea de la
prelucrarea unui tip de produs (piesd) la altul, se pune problema determinarii succesiunii optime
a celor n produse (piese) programate sa fie prelucrate pe acel utilaj. Optimizarea o intelegem in
sensul de minimizare a timpului necesar efectudrii tuturor reglajelor. Se noteaza cu t;j timpul total
de reglare a utilajului dupa terminarea prelucrarii piesei P; pentru a incepe prelucrarea piesei P; .
Cu cét produsul precedent P; este mai asemanator cu produsul urmator P;j , cu atat timpul t;; va fi
mai mic. Valorile tj nu au sens , deoarece ar urma acelasi produs dupa el insusi. Sunt posibile n!
= 1.2. ... . n succesiuni de prelucrare a celor n piese si nu este rentabil din punct de vedere al
timpului de calcul sa se ia toate permutarile posibile ale celor n piese. Se reduce timpul de calcul
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prin utilizarea algoritmilor euristici care nu furnizeaza in general solutiile optime, ci solutii
suboptimale, suficient de bune, din vecinatatea solutiei optime.

Algoritmul NB - Next Best. (in engleza: Next = urmatorul, Best = cel mai bun)

Este un algoritm euristic. Produsul (piesa) urmator P; se alege cel care prezinta cel mai mic timp
de reglare a utilajului dupa executarea produsului precedent P; . Se presupune ca primul produs
ce se prelucreaza este Py , iar i nu are sens. Cele n produse (piese) se pun in tabel, iar pe fiecare
linie se trec timpii de reglare a utilajului la trecerea de la prelucrarea produsului din casuta stanga
a fiecdrei linii la celelalte piese, iar diagonala principald nu se ia in calcul si nici coloana lui Py .

Tabelul nr.6
P; P4 P, P ... P
Pi
P1 - t12 t13 e tin
P2 - - t23 e t2n
Pn - tn2 tn3 P -

Se determina
k= min{tli ,i=2, 3, ...,Il} ,

deci dupa P; se prelucreaza Py . Pe linia lui Py , deci linia k, se determina din nou valoarea
minima pentru piesele neprelucrate ,

= min{tk,- ,j =2, 3,...,1’1},

rezultand a treia piesa de prelucrat piesa Py, iar procedeul se repeta. Timpul total de reglaj va fi:
T=tyw+tg+....

Algoritmul NB (Next Best) cu origine variabila.

Alegerea succesiunii de prelucrare este asemanatoare cu cea din algoritmul NB , dar se vor
considera n-1 succesiuni in loc de una.

1) P1,Py, Py, ...

Dupa piesa P; se prelucreaza piesa Py, apoi de pe linia 2 se determina timpul minim pentru a
obtine a treia piesa de prelucrat Py.

tac=min{ty,j=3,4, ...,n}, apoi se continua cu algoritmul NB
si timpul total de reglaj vafi: Ty =tip +tx + ...
2) Py,P3,Ph, ...

Dupa piesa P; se prelucreaza piesa P3 , apoi de pe linia 3 se determina timpul minim pentru a
obtine a treia piesa de prelucrat Py, .

tsn=min {t35,j=2,4,5,...,n }, apoi se continud cu algoritmul NB

si timpul total de reglaj va fi: To =113+ t3 + ...
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3) Pi,Ps, Py, ...

Dupa piesa P se prelucreaza piesa P4, apoi de pe linia 4 se determinad timpul minim pentru a
obtine a treia piesa de prelucrat P, .

t4|:min{t4j,j=2, 4,5, ...,n},

Ta=tiatty +...

n-1) Py, Pn,Pr, ...
Tn-lztl,n"'tnr + ...
Se determina: To= min{ Ty, k=1,2,...,n-1}

care va da succesiunea de prelucrare cea mai buna si se va alege.

Exemplul nr.2.4.

Sa se determine ordonantarea a n = 7 piese pe un utilaj cu timpii de reglaj exprimati in aceleasi
unitati de timp (u.t.) si dati in tabelul nr. 7.

Tabelul nr.7
P; Py P, Ps3 Py Ps Ps Ps
Pi

Py - 7 5 9 4 10 12
P2 - - 8 3 11 5 17
P3 - 2 - 7 18 13 9
P4 - 6 9 - 1 3 8
Ps - 11 4 5 - 16 7
Ps - 4 7 2 8 - 5
P7 - 5 6 15 3 19 -

1.) Rezolvare prin algoritmul NB.

Minimul de pe linia lui Py este t;s = 4 , deci dupa piesa Py se va pelucra piesa Ps . Valoarea

minima pe linia lui Ps este ts3 = 4, deci dupa piesa Ps se va pelucra piesa P3 , iar minimul de pe

linia lui P3 este ts =2, deci urmeaza la prelucrare dupa piesa P3 piesa P,. Valoarea minima

pe linia lui P, pentru piesele neprelucrate este ty; = 3 , deci urmeaza la prelucrare P4 . Valoarea

minima pe linia lui P4 pentru piesele neprelucrate este tss = 3, urmand la prelucrare Pg. Ultima

piesa de prelucrat raméne P7 sits7 =5 .

Succesiunea de prelucrare este : Py, Ps, P3, P2 ,Ps,Pg,P7.

Timpul total de reglaj a utilajului este:
T=tis+tsgz+tappt+tyyttyg+ttss=4+4++2+3++3+5=21u.t.

2.) Rezolvare prin algoritmul NB cu origine variabila.
1.Py, Py,...
Minimul pe linia lui P, este tys = 3 , deci dupa piesa P, urmeaza la prelucrare P, . Valoarea
minima pe linia lui P4 pentru piesele neprelucrate este t5s = 1 , urmand la prelucrare Ps .
Valoarea minima pe linia lui Ps pentru piesele neprelucrate este ts3 =4 , deci dupa piesa Ps se va
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pelucra piesa Pz , iar minimul de pe linia lui P3 este t3; =9, deci urmeaza la prelucrare dupa
piesa P3; piesa P; . Ultima piesa de prelucrat raimane Pg si t76 = 5 . Succesiunea de prelucrare
este: Py, P2, Py, Ps ,Ps3, P7,Ps. Timpul total de reglaj a utilajului este: Ty =t1p + tog + ty5 +
g3 +ty7+t;g=7+3+1+4++9+19=43u.t.

2.P1, P3,...
Minimul pe linia lui P3 este t3; =2, deci dupa piesa P3 urmeaza la prelucrare P, . Se determina
Tn mod analog succesiunea de prelucrare : Py, Ps , P2, P4, Ps, P7, Ps si timpul total de reglaj a
utilajului este: To=tia+tpp+toy+tys+ts7+t76=5+2+3+1+7+19=37u.t.

3.P1, Pg,...
Se obtine succesiunea: P, P4 ,Ps,Ps, Py, Pg, P; sitimpul total de reglaj a utilajului este:
Ta=tu+tts+tsz+tpp+t+tsy=9+1+4+2+5+5=26 u.t.

4.Py, Ps , ...
Se obtine succesiunea: P1, Ps ,Ps;, P2, P4, Pg, P7 sitimpul total de reglaj a utilajului este:
To=tis+tsgz+tp+ty+iygt+ter=4+4+2+3+3+5=21u.t.

5Py, Ps,...
Se obtine succesiunea: P, Pg , P4, Ps, Ps, P2, P; sitimpul total de reglaj a utilajului este:
Ts=tig+tes+tas+tsz+tzp+t7=10+2+1+4+2+17=36 u.t.

6.P1, Pz ,...
Se obtine succesiunea: P1, P; ,Ps,Ps, P2, P4, Ps sitimpul total de reglaj a utilajului este:
Te=ti7+tig+tsgz+tpp+ttyy+tyg=12+3+4+2+3+3 =27 u.t.
Min{T;,i=1,2,...,6} =min {43. 37,26,21,36,27} =21 =Ty
Succesiunea cea mai buna: Py, Ps ,P3,P,,Ps4,Pgs,P7 .

Succesiunea cea mai defavorabild.
Daca se ia ca si criteriu de alegere timpul maxim 1n algoritmul NB sau n algoritmul NB cu
origine variabild, se obtine succesiunea de prelucrare cea mai defavorabila, nedorita.
Maximul de pe linia lui P, este t;7 = 12, deci dupa piesa P; se va pelucra piesa P; . Valoarea
maxima pe linia lui P; este tzg = 19, deci dupa piesa P; se va pelucra piesa Pg , iar maximul de
pe linia lui Pg este tgs = 8 , deci urmeaza la prelucrare dupa piesa Pg piesa Ps. Valoarea
maxima pe linia lui Ps pentru piesele neprelucrate este ts, = 11, deci urmeaza la prelucrare P, .
Valoarea maxima pe linia lui P, pentru piesele neprelucrate este ty3 =8, urménd la prelucrare
P3. Ultima piesa de prelucrat ramane Py sitz =7 .
a) Succesiunea de prelucrare cea mai defavorabild, nedoritd, obtinuta prin NB este: : Py, P7 ,
Ps, Ps, P2, P3, P4 Timpul total de reglaj a utilajului este:

Ta=ti7+tg+tes+tsp +tp3+134,=12+19+8+ 11 +8+ 7 =65 u.t.
, rezultand un interval de Tncadrare a timpului de reglaj al utilajului fe [21, 65] u.t.
b) Daca se considera succesiunea : P; , Pg, Ps, P2, Pz, P4, P3, iar timpul total de reglaj a
utilajului este: Tgp =t +tes +tsp + to7 +t7a +143=10+8 + 11+ 17 +15+9=70 u.t. ,
rezultand un interval de Tncadrare a timpului de reglaj al utilajului mai mare f<[21, 70] u.t.
¢) Daca se considera succesiunea : Py, Pg, P3, Ps, P2, P7, P4, iar timpul total de reglaj a
utilajului este: Tga =tig +tes + tas +tsp + 17 +t72 =10+ 7+ 18+ 11 +17 + 15=78 u.t.,
si rezulta un interval de Incadrare a timpului de reglaj al utilajului mult mai mare
fe[21, 78] u.t.

F.) Ordonantarea fabricatiei a n piese pe m masini , m>2

La modul general ordonantarea fabricatiei a n piese pe m masini , m>2, este complexa, are
nevoie de calcule multe. Din cauza cantitatii mari de calcule, in practica, in functie de valorile
concrete ale lui n si m, m>2, precum si a conditiilor concrete ale firmei, se utilizeaza algoritmi
euristici , cu care se obtine in general o solutie suboptimala din vecinatatea solutiei optime.

Exemplul nr. 2. 6
Se considera ordonantarea fabricatiei a n = 5 piese pe m = 4 masini A, B, C, D, cu timpii
de prelucrare (minute) a;, b;, ¢i, d; din tabelul nr. 2.9. Ordinea de prelucrare pe masini este A, B,
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C, D. Trebuie determinata succesiunea de prelucrare optima in sensul minimizarii timpului total
de prelucrare. Sunt 5! = 1.2.3.4.5 = 120 succesiuni de prelucrare, este dificil de determinat
ordinea de prelucrare optima. Se poate determina euristic o succesiune astfel:

1. Min(ai - b ,i=1,2, ..., 5)
Min M = Min(a; - bi,i=1, 2, ..., 5) =min(3, -1, -7, -1, 2) = -7 = a3 - bz , se ordoneaza crescator
M. Succesiunea de prelucrare: P3, Py, P2, Ps, P1 este o solutie suboptimala, se face graficul Gantt,
se obtine T; =36 minute, T <83 . Total asteptari (din T=36)=0+ 1+ 16 + 11 = 28 minute.

Tabelul nr. 2. 9
Pi a bi Ci di ai +bi+ci+d
P4 5 2 4 3 14
P, 6 7 1 4 18
P3 1 8 2 6 17
P4 4 5 3 7 19
Ps 3 1 6 5 15
Total 19 23 16 25 83
T,=36 <83

2. Min(ci - di , 1= 1,2, ..., 5)
Min M = Min(ci-di,i=1,2,...,5)=min (1, -3, -4, -4, 1) =-4 = c3—d3 = C4 — d4 , se ordoneaza
crescator M. Succesiuni de prelucrare:
P3, P4, P2, Ps, P1; T» = 36 minute;
P3, P4, P2, Py, Ps ; T3 = 38 minute;
P4, P3, P2, Ps, P1; T4 = 38 minute;
P4, P3, Py, Py, Ps ; Ts = 41 minute;

Sunt solutii suboptimale, se face graficul Gantt, se obtin T;= ...
3. MinM=Min(bj-ci,i=1,2,...,5)=min (-2, 6, 6, 2, -5) =-5=Dbs - C5, se ordoneaza
crescator M. Succesiuni de prelucrare:
P5, P1, Pg4, P>, P3; Te =41 minute;
Ps, Py, P4, P53, Py; T; =35 minUte;
Sunt solutii suboptimale, se face graficul Gantt, se obtine T;= ...
4. MinM=Min(ai+bi+ci+di,i=1,2,...,5) =min (14,18, 17,19, 15)=14=a; + by
++cy +dg,
Se ordoneaza crescator M. Succesiunea de prelucrare: Py, Ps, P3, P2, P4; Tg = 39 minute;
Se alege succesiunea : Ps, P1, P4, P3, P2, cu timpul total cel mai mic dintre cele 8 considerate,
T7 = 35 minute.

G) Ordonantarea fabricatiei a n piese utilizidnd prioritatile

Prioritatea este utilizatda pentru a determina ordinea in care comenzile clienfilor ar trebui
procesate. Prioritatile trebuie sd reflecte necesitatile curente ale clientilor pentru comenzile din
aceeasi linie de fabricatie sau grup de utilaje. Selectarea unor metode de ordonantare depinde de
obiectivele programarii productiei si de criteriile de apreciere a rezultatelor.

Se pot utiliza diverse reguli de fabricatie pe baza de prioritati, cum ar fi: FIFO - First In First Out
(Primul Venit Primul Servit), LIFO - Last In First Out (Ultimul Venit Primul Servit), SPT -
Shortest Processing Time ( SOT - Shortest Operation Time) (Cel mai scurt timp de
fabricatie), RANDOM - ordine aleatoare, EDD — Earliest Due Date (Cel mai mic termen de
finalizare, de livrare ) etc.

1. FIFO - First In First Out, deci Primul Venit Primul Servit, se ordoneaza comenzile in
ordinea in care au ajuns la firma.
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4.
S.

LIFO - Last In First Out, deci Ultimul Venit Primul Servit, regula este inversa lui
FIFO, adica ordoneaza comenzile in ordinea inversa in care au sosit.

SPT - Shortest Processing Time sau SOT - Shortest Operation Time, deci se
ordoneaza comenzile in ordinea: Cel mai scurt (mic) timp de fabricatie.

RANDOM - aleator, deci se ordoneaza comenzile in ordine aleatoare.
EDD - Earliest Due Date, deci Cel mai mic termen de finalizare, de livrare.

Exemplul nr. 5.

Daca comenzile pentru fabricare sunt primite in ordinea: Py, P2, P3, P4, Ps, Pg , cu datele
din tabelul nr.8, atunci ordinea de ordonantare, deci si de fabricare, va fi (diferita de la o0 metoda

la alta):
1. FIFO: Py, Py, P3, Py, Ps, Pg ;
2. LIFO: Pg, Ps, Py, P3, Py, Py ;
3. SPT:Ps,Ps,Ps,Ps,P1,P3;
4. RANDOM: (se genereaza 6 numere aleatoare, care dau ordinea de fabricatie, de
exemplu: 4,1,6,5,3,2): P4, Py, Pg, Ps, P3, Py ;
5. EDD: P, Py, Ps, P3, P, P; .
Tabelul nr. 8
P; Timpul de | Termenul Succesiunea
fabricare de livrare (depinde de
[ore] [zile] metoda)
Py 8 7
P, 4 1
P3 9 5
Py 6 2
Ps 2 4
Ps 3 6

9. ELEMENTE DE TEORIA ASTEPTARII

Sisteme de asteptare

In cele mai diverse domenii apar fenomene de asteptare. Oamenii si firmele se confrunta
zilnic cu procese de asteptare. Se va considera un sistem de productie, de servire sau
comercializare in care se executd o anumitd activitate sau se efectueaza un anumit serviciu.
Obiectele asupra carora se executd activitatea sau serviciul respectiv se numesc clienti, iar
sistemul respectiv este numit sistem de servire. O coada de asteptare este formata din oameni,
masini, piese, produse etc. care asteaptd un serviciu. Cozile de asteptare pot sa apara fie cand
serviciile pe care le oferd o firma sunt supuse unei cereri stocastice sau cand comportarea firmei
insdsi este de naturd probabilistica. Cozile de asteptare se intalnesc in cele mai diverse domenii:
cozi la cumpararea ziarului, cozi la bilete de tren sau tramvai, cozi la intrarea sau iesirea din
supermarket, cozi de automobile la o statie de benzina sau pe sosea, cozi de piese la o masgina
unealtd, cozi de produse nevandute in stocul unui magazin sau al unei firme etc.
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Serviciul este o activitate ce se presteaza pentru un client. Aceasta activitate are o utilitate pentru
client, 1i satisface o nevoie, in schimbul serviciului platindu-se un pret.

In orice firma existd cozi sub forma de: comenzi, stocuri de materii prime, semifabricate
sau produse finite, iar daca firma foloseste conceptul “just in time” dimensiunea cozii este
minima.

Intr-o firma problema care se pune nu este de a elimina cozile de asteptare, ci de a le
controla i comanda pentru a indeplini anumite obiective economice. Cozile de asteptare se
studiaza pentru a optimiza comportarea firmei, a sistemului de servire in ansamblu.

Un sistem de asteptare este complet descris prin specificarea elementelor de baza : fluxul de
intrare, mecanismul de servire, disciplina de servire si numarul statiilor de servire.
Tntr-un sistem de asteptare, fluxul de intrare este format din obiecte sau persoane numite clienti
care vor solicita efectuarea unui serviciu. Sosirile clientilor pot fi programate sau aleatoare. Se va
considera ca intrarile 1n sistemul de asteptare sunt aleatoare, definite de densitatea de
probabilitate f(x). Cel mai studiat sistem de asteptare este cel cu intrarile de tip Poisson cu
densitatea de probabilitate (9.1).

XA—A

f(x)=

Notatile in (1) sunt:

X — este numarul de intrari in unitatea de timp;

A - este numarul mediu de intréri in unitatea de timp, A>0, iar media si dispersia sunt egale cu A.
Probabilitatea de a avea x sosiri in unitatea de timp este egala cu f(x).

Un client va fi servit de catre o stafie de servire. Timpul necesar pentru servirea unui
client se numeste timp de servire. Suma dintre timpul de asteptare al clientului si timpul de
servire reprezinta timpul total de asteptare. In general, se considera ca timpul de servire este o
variabila aleatoare cu o densitate de probabilitate g(t). In multe sisteme de asteptare se utilizeaza

pentru timpul de servire repartitia exponentiala care are media 1/p , dispersia 1/p® si densitatea
de probabilitate (9.2).

gty =p-e ™ (9.2)
t>0, 4 >0

T X=012.. 9.1)

Se pot utiliza si alte legi de repartitie pentru sosiri si serviri.
Pentru sosiri si serviri, trebuie sd fie indeplinitd conditia din relatia (9.3), factorul de serviciu
(intensitatea de trafic) p sa fie subunitar.

N :%<1 (9.3)

Dacid s> 1, s =numdrul statiilor de servire, atunci trebuie: p = P<q
S

Ordinea in care clientii sunt selectati pentru a fi serviti constituie disciplina firului de asteptare.
Disciplina de servire poate fi :
B FIFO (First In, First Out), adica “primul sosit, primul servit”;
B LIFO (Last In, First Out), adica “ultimul sosit, primul servit”
B servirea in ordinea aleatoare ;
B servirea dupa prioritati.
Pentru servirea clientilor sistemului de asteptare poate avea o statie de servire sau mai multe
statii.
Lungimea unei cozi de asteptare poate fi finita sau infinita.
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Daca clientii sosesc prea des ei vor trebui sd astepte pand devine libera o statie de
servire sau sa renunte la serviciul respectiv. Daca clientii sosesc prea rar, statiile de servire vor fi
nefolosite si vor astepta.

S/m/ol/s : (N,d) (9.4

Un sistem de asteptare se va nota sub forma data de relatia (9.4) in care notatiile sunt :

S - este legea de repartitie a numarului de sosiri in unitatea de timp ;

m - este numarul de elemente ale sursei care poate fi finit daca clientii sosesc dintr-o sursa
limitata sau este infinit daca clientii provin dintr-o populatie, foarte mare, infinita ;

G - este legea de repartitie a timpului de servire a unui client de catre o statie de servire ;

S - este numarul statiilor de servire ;

N - este numarul de locuri din firul de asteptare, care poate fi finit sau infinit ;

d - este disciplina de servire .

Sistemele de asteptare se pot clasifica astfel:

- sisteme de asteptare cu cereri refuzate in care daca apare o cerere cand toate statiile (canalele)
sunt ocupate, este imediat refuzata, ea paraseste sistemul si nu mai este socotitd in calcul;
- sisteme de asteptare cu cozi de asteptare.

Aplicarea teoriei asteptarii in proiectareca sistemelor de productie, de servire sau
comercializare duce la dimensionarea rationala a spatiilor de asteptare si de servire, precum si
la stabilirea numarului de statii de servire, astfel incat sd se minimizeze costurile generate de
asteptarea clientilor si de existenta statiilor de servire neocupate.

Costurile de asteptare cuprind pierderi directe generate de asteptare (cheltuieli de
stationare ale masinilor, ale vagoanelor, vapoarelor etc., deprecierea marfurilor nedescércate,
salariile personalului care asteapta etc.) si pierderi indirecte (scaderea cifrei de afaceri, deoarece
clientii vor prefera sd mearga la alte firme concurente unde asteaptd mai putin). Pierderile
indirecte sunt dificil de calculat sau de estimat.

Se vor analiza cateva modele de asteptare utilizabile in proiectarea si managementul sistemelor
de productie, servire si comercializare.

1. Modelul de asteptare cu cereri refuzate.

Acest sistem de asteptare este dat in relatia (9.5), iar notatiile sunt:

S - este legea de repartitie a numarului de sosiri in unitatea de timp ;

m - este numarul de elemente ale sursei care poate fi finit daca clientii sosesc dintr-o
sursa limitata sau este infinit daca clientii provin dintr-o populatie infinita ;

o - este legea de repartitie a timpului de servire a unui client de catre o statie de servire;

S - este numarul statiilor de servire ;

N = 0 - este numarul de locuri din firul de asteptare, care este zero ;

d - este disciplina de servire .
Daca apare o cerere la un moment cand toate statiile de servire (canalele) sunt ocupate, aceasta
este refuzata, ea va parasi sistemul de asteptare si nu va mai fi luata in calcul. Acest sistem de
asteptare este utilizat in telefonie.

Se va considera ca intrarile in sistemul de asteptare cu cereri refuzate din relatia (9.6) sunt
Poisson de parametru A, servirile sunt exponentiale de parametru p si sunt n statii (canale) de
servire. Se poate determina probabilitatea p, a unui refuz, deci probabilitatea ca o cerere sosita sa
gdseasca toate statiile (canalele) ocupate, fiind datd de relatia (9.7). Formulele din relatiile (9.7)
si (9.8) sunt numite formulele lui Erlang.

Probabilitatea ca toate statiile (canalele) sa fie libere este data in relatia (9.8).
Daca sistemul de asteptare are o singura statie (canal) de servire, probabilitatea ca singura statie
de servire sa fie ocupata, deci probabilitatea de refuz este (9.9).

Simlsls : (0,d) (9.5)
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POISS (A)//EXP (w)/n: (O,FIFO)  (9.6)

n

P
p, = "L (9.7)
P
k=0 k!
1
Py = — (9.8)
=
Yol
—_— — 9-9
P =T (9.9)

1 = 1/Miimp servire = invers proportionald cu timpul mediu de servirea unei cereri = Mysery

Exemplul nr. 9.1.

O statie telefonica automata are 4 linii de comunicatie. Apelurile formeaza un flux simplu de
densitate A = 3 apeluri pe minut. Orice apel sosit cand toate liniile sunt ocupate este refuzat.
Durata medie de conversatie este de 2 minute.

Sa se determine:

a) probabilitatea unui refuz prefy;

b) probabilitatea py pentru ca statia telefonica sa fie libera

a) Misery = 2 Minute
1 = 1/Miimp servire = ¥2 = 0.5 convorbiri/ minut
Se utilizeaza relatia (9.7)
n = 4 statii de servire

boAo3 g
u 05
r
|
Prefuz = Pa = 24' 3 reiai 0.47
1+ £+ p7+ pi '07

b) Se utilizeaza relatia (9.8)

1 1
Do = = = ~0.0087
ZL 1+ £+ ,07+ 'D7+ pi
= k! 1 2! 3 41

2. Modelul de asteptare POISS (A)/oo/EXP (n)/1: (o0, FIFO)

Acest model de asteptare are sursa nelimitata, foarte mare, teoretic oo, si o capacitate suficient de
mare a firului de asteptare, teoretic oo, disciplina de servire este FIFO — primul sosit, primul
servit, dar o singura statie de servire, sosirile sunt Poisson cu media A si servirile sunt
exponentiale de parametru L.

Factorul de serviciu (intensitatea de trafic) p trebuie sa fie subunitar.
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Probabilitatea ca in sistemul de asteptare sa existe n unitati (clienti), n=0, 1, 2, 3, ..., este py din
(9.10).

Numarul mediu de unitati (clienti) ce se gasesc la un moment dat in sistemul de asteptare este n
din (9.11).

Numarul mediu de unitafi (clienti) ce se gasesc la un moment dat in firul (coada) de asteptare
este n, din (9.12).

Numarul mediu de unitati (clienti) ce se gasesc la un moment dat in curs de servire este E din
(9.13).
Intre n,n, si E exista relatia (9.14).

Timpul mediu de asteptare al unei unitati (client) in coada t, se determina cu relatia (9.15).

Timpul mediu de asteptare al unei unitafi (client) in sistemul de asteptare t; se determind cu
relatia (9.16).

Probabilitatea ca numarul unitatilor (clientilor) din sistemul de asteptare, la un moment dat, sa
depaseasca numarul natural k se calculeaza cu relatia (9.17).

Probabilitatea ca numarul unitatilor (clientilor) din sistemul de asteptare, la un moment dat, sa nu
depaseasca numarul natural k este (9.18).

p,=p".1-p) (9.10)
n= ﬁ (9.11)
. 2 2
A (9.12)
1-p pu(u-24)
ng =p (9.13)
n=n, +ng (9.14)
y)
tS =tf +%=ﬁ (916)
ﬂ, k+1
P(n>k)= (;J = p*Ht (9.17)
P(n<k)=1-p** (9.18)
_ A
Pit;>t)= Ze (9.19)
y7i
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Exemplul nr. 9.2,

La un ghiseu public sosirile solicitantilor sunt aleatoare, iar legea de repartitie a sosirilor este
Poisson, cu media de 12 persoane pe ora. Timpul de servire a unei persoane de catre persoana de
la ghiseu este o variabila aleatoare ce urmeaza o lege de repartitie exponentiala cu media de 4
minute.

Sa se determine:

a) Probabilitatea ca o persoana care soseste la un moment dat la ghiseu sa intre imediat la
servire.

b) Probabilitatea ca, la un moment dat, sa existe 3 persoane in sistemul de asteptare format.

c) Probabilitatea ca, la un moment dat, sa existe cel mult 2 persoane care sa astepte sa intre
la servire.

d) Numarul mediu de persoane aflate la un moment dat in sistem, respectiv in curs de
servire si in firul de asteptare, precum si timpul mediu de asteptare in fir si in sistem, al
unei persoane.

e) Probabilitatea ca timpul de asteptare a unei persoane, in fata ghiseului, pentru a intra la
servire, sa depaseasca 20 minute.

a) Numarul de persoane ce sosesc la ghiseu este o variabila aleatoare cu legea Poisson si
A = 12 persoane /ora.
Timpul de servire a unei persoane are o repartitic exponentiala de parametru
u =Y personae /minut = 15 persoane / ora.
Se va considera ca unitate de masura pentru timp ora, factorul de serviciu este

p:i :_=i =038
y7, 5

Evenimentul ca o persoana care soseste la un moment dat la ghiseu sa intre imediat la servire
este echivalent cu evenimentul cd la acel moment nu existd nici o persoand in sistemul de
asteptare respectiv , deci nici la rand, nici la servire si probabilitatea este po .

B) pa=(L- p)p' = (L- £)(5)'= - =0.1024

c) Evenimentul, ce consta in faptul cd in firul de asteptare existd cel mult 2 persoane este
echivalent cu evenimentul cd in sistemul de asteptare exista cel mult 3 =2 + 1 persoane.
Se va utilize relatia (9.18).

P(N<3)=1-P(>3)=1- p*=1- ( ) _% 0.59
d) Se utilizeaza relatiile (9.11), (9.13), (9.14), (9.15), (9.16).
- A 12 _ 12 _
n= = == = 4 persoane
-1 15—12 3

n, = n-ng =4-0.8=32 persoane

t, = A = 12 _4 ore = 16 minute
wlu—2) 15(15-12) 15

ty = L t 1 ore = 20 minute

u—J 15-12 3

190



e) t =20 minute = % ore

P(ts > %) = A ptent 2 g.e'& 3= %.e'l ~ 0.294
MU

3. Modelul de asteptare POISS (A)/oo/EXP (u)/s: (N,FIFO)

Acest model de sistem de asteptare este caracterizat prin:

e intrdrile In sistemul de asteptare sunt Poisson de parametru A ;

e numarul de elemente ale sursei este foarte mare, infinit, deci o ;
procesarile (prelucrarile) sunt dupa legea exponentiald de parametru p ;
sunt s statii de servire;

disciplina de servire este FIFO ;

sunt N locuri in firul de asteptare.

In acest sistem de asteptare pot fi maximum s + N clienti, s clienti in curs de servire si N
clienti in firul (coada) de asteptare, deci in aceasta perioada noii clienti care ar vrea sa intre in
sistemul de asteptare vor fi refuzati si probabil se vor duce la concurentfa sistemului considerat.
Cresterea numarului de locuri din coada de asteptare, deci a lui N implica sume de investitie mai
mari, deci un capital mai mare.

4. Modelul de asteptare POISS (A)/oo/EXP (p)/s: (o0, FIFO)

Daca se dispune de capital suficient de mare, se poate utiliza acest model de asteptare.

Acest model de asteptare nu pierde clientii din cauza lipsei locurilor in coada de asteptare
ca in modelele precedente, deoarece sunt teoretic o infinitate de locuri de asteptare, practic foarte
multe.

Cresterea lui s , deci a numarului statiilor de servire implica de asemenea o crestere a
capitalului investit, dar va duce la cresterea nivelului de servire, a capacitatii de servire si a
capacitatii concurentiale.

5. Modelul de asteptare POISS (A)/oo/EXP (n)/1: (N,FIFO)

Acest model de asteptare are sursa nelimitata, foarte mare, teoretic oo, si o capacitate a firului de
asteptare de N unitati, disciplina de servire este FIFO — primul sosit, primul servit, dar o singura
statie de servire, sosirile sunt Poisson cu media A si servirile sunt exponentiale de parametru p

1 e .. N A .
(cu media — ). Unitatile care vor sa intre in sistem cand coada (firul) de asteptare contine N

unitati, parasesc sistemul, fiind refuzate. In sistemul de asteptare pot intra cel mult N + 1 unitati,
N in firul de asteptare si una in statia de servire. Probabilitatea p, ca in sistemul de asteptare sa
existe n unitdti este data de relatia (9.20).

1-p
n—~2_— S pentru n=012,.N,N+1
p, =1" 1= "7 P (9.20)

0 ,pentru n=N+2,,N+3

Probabilitatea po ca in sistemul de asteptare sa existe zero unitati, deci nici un client, este data de
relatia (9.21).

1-p
Po =m (9.21)
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Numarul mediu de unitati (clienti) ce se gasesc la un moment dat in sistemul de asteptare este n
din (9.22).

(N+Dp"*? —(N+2).pM" +1
' (1-p).a-p"?)

n=p (9.22)

Numarul mediu de unitati (clienti) ce se gasesc la un moment dat in curs de servire este E din
(9.23).

(9.23)

Numarul mediu de unitati (clienti) ce se gasesc la un moment dat in firul (coada) de asteptare
este n, din (9.24).

n, =n-ng (9.24)

Timpul mediu de asteptare al unei unitati (client) in coada t, se determind cu relatia (9.25).
E P N N+
t, = —1— = _fi-(N+1)p" + NN (9.25)
Yopong p-p)a-p")
Timpul mediu de asteptare al unei unitafi (client) in sistemul de asteptare t; se determind cu
relatia (9.26).
1

ty =t +— (9.26)
7,
Probabilitatea sa fie refuzate unitatile ce vor sa intre in sistemul de asteptare deoarece nu mai
existd locuri in coada de asteptare este data de relatia (9.27).
+ 1-
Prs =P (9.27)

1_ION+2

Probabilitatea ca timpul de asteptare a unei unitati in coada de asteptare sa depaseasca o valoare
datd t este data de relatia (9.28).

. = ()
P(t, >t)=e*". 'DN+2 z(,u |) (p* = p") (9.28)
1-p o K!

Exemplul nr. 9.3.

La o benzindrie existd 5 locuri de asteptare a masinilor, sosirile sunt aleatoare, de natura
poissoniand, cu media de 0.753 masini pe minut. Existd o singurd pompa de servire cu un
angajat, timpul de servire este aleatoriu, de natura exponentiala , cu timpul mediu de servire egal
cu 67.5 secunde. Masinile care sosesc la benzindrie si gasesc toate locurile de asteptare ocupate,
pleaca la altd benzindrie concurenta. Sd se determine:

a) probabilitatea ca o masina sosita la benzinarie la un moment dat, sa nu astepte,
ci sd intre imediat la alimentare;

b) probabilitatea ca o magind, sositd la un moment dat, sd nu gaseascd loc de
asteptare, deci sa plece fara a fi servita,

C) probabilitatea ca timpul de asteptare a unei masini, pand sa intre la servire, sa

depaseasca 5 minute;
Sosirile la benzinarie sunt aleatoare de tip Poisson cu parametrul A = 0.753 masini/minut ,
unitatea de timp este minutul.
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Timpul mediu de servire a unei masini este
tservire = 67.5 secunde = 1.125 minute = 9/8 minute

Factorul de serviciu: p = 4 ~ 0.753/0.888 ~ 0.848

U
N =5 locuri de asteptare
a) O masina sosita la benzinarie nu asteaptd, daca in sistemul de asteptare nu se gaseste nici o
masind la acel moment, se va utiliza (9.21) pentru calculul probabilitatii po .
Po = (1 - 0.848)/(1 — 0.848") ~ 0.152/0.684 ~ 0.222
b) O masina pleaca fara a fi servita, daca la sosire nu are loc in coada de asteptare, deci in
sistemul de asteptare sunt 6 =5 + 1 masini, 5 asteapta si una este la servire. Se va utilize (9.27).
Ps = 0.848°% .(1—0.848)/(1 — 0.848") ~ 0.372.0.222 ~0.083

c) Probabilitatea ca timpul de asteptare al unei masini in coada de asteptare sa depaseasca

valoarea datd de t = 5 minute este datd de relatia (9.28).

n.t=0.888.5 ~ 4.44
P(t: > 5) = e %% -°(0.848/(1 — 0.848")) . [1/0! (1 — 0.848%) + 4.44%/1! . (0.848" — 0.848%) +
+4.44%121 . (0.848% — 0.848%) + 4.44%3! . (0.848° — 0.848°) + 4.44%/41 . (0.848* — 0.848%)] ~
0.124

MATEMATICA APLICATA iIN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C11 -2019

10. ELEMENTE DE TEORIA JOCURILOR

Teoria jocurilor este modelarea matematica a situatilor de conflict, de competitie.
O situatie de conflict se caracterizeaza prin :
- interesele jucatorilor (adversarilor) , deci a partilor aflate in conflict nu coincid, fiind chiar
opuse;
- fiecare jucator poate sa influenteze Intr-o anumita masura mersul evenimentelor;
- nici un participant nu are controlul absolut asupra rezultatului jocului;
- rezultatul final al jocului depinde de strategiile jucatorilor, dar si de sansa.

Prin situatii de conflict se inteleg situatiile in care se intdlnesc doud sau mai multe parti
(firme, indivizi etc.) a cdror activitate urmareste un scop bine determinat si In care interesele
partilor sunt contrarii.

Situatiile conflictuale cuprind urmatoarele tipuri de conflict:

- lupte, n care obiectivul este distrugerea inamicului;
- jocuri, 1n care obiectivul consta in depasirea partenerilor;
- controverse, in care obiectivul este convingerea oponentului.

Competitia poate implica atat conflictul, cat si cooperarea. Situatiile competitive sunt
acele situatii in care mai multe persoane, (n persoane, n> 2, n e N) folosesc astfel de strategii
in atingerea obiectivelor lor Tncat, cu cét cresc sansele unei persoane de a-si realiza obiectivul
propus, cu atat scad sansele celorlalte persoane de a-si atinge obiectivele lor.

Prin joc se intelege situatii in care doud sau mai multe persoane, numite jucatori, aleg
fiecare o decizie si In care rezultatul este determinat de Intreg ansamblul deciziilor alese.

Un joc este caracterizat de urmatoarele elemente:

- existd n persoane care iau decizii, n > 2, neN; dacd n = 2, se spune ca este un joc de doua
personae, iar daca n > 2, este un joc de n persoane;

- existd un ansamblu de reguli care sunt cunoscute de jucdtori §i care precizeaza ce moduri
de actiune pot fi alese, deci ce partide pot fi realizate;

- este precizatd o mulfime de stari finale in care jocul se termind (de exemplu: castig,
egalitate sau pierdere);
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- inainte de inceperea jocului sunt specificate si sunt cunoscute de catre fiecare jucator
castigurile asociate fiecarei stari finale posibile.

Se spune ca a avut loc 0 partida atunci cand fiecare jucator s-a fixat asupra deciziei sale. O
strategie a unui jucator este un ansamblu de reguli care precizeaza alegerea sa in fiecare
partidd data.

Un joc comporta doua elemente fundamentale:

a) un proces constituit dintr-o succesiune de actiuni (mutari) executate, rand pe rand, de
un numar finit de persoane, numite jucatori, dupd anumite reguli care constituie
caracteristicile jocului. Un asemenea proces efectiv realizat se numeste partida. Sistemul de
reguli care determina in mod unic comportamentul jucatorului la fiecare actiune in functie de
situatia definita de mersul jocului, se numeste strategia jocului. Fiecare din strategiile
determinate pe care le poate alege un jucator la un moment din desfasurarea jocului se
numeste strategie purd. Alegerea de cétre un jucator la un moment din desfasurarea jocului a
unei strategii in concordantd cu o anumitd distributie de probabilitate a cailor de actiune se
numeste stategie mixta.

b) o reguld de repartitie de valori intre jucatori, care permite fiecarui jucator sa isi fixeze
ca scop realizarea unei valori cat mai mari.

Clasificari ale jocurilor

1. Dupa numarul partenerilor de joc (jucatorilor) jocurile se clasifica in :

- jocuri cu doi jucatori;

- jocuri cu n jucatori, n > 2.

2. Dupa valoarea sumei cdstigurilor jocurile se clasifica in :

- jocuri cu suma nuld, in care castigul unui jucator reprezinta pierderea celorlalti jucatori,

- jocuri cu suma constanta.
urmatoarele cooperari:

(C1) incheierea de acorduri ferme (acestea devin obligatorii) intre jucdtori pentru
alegerea in comun a strategiilor; comunicarea intre jucatori poate fi interzisa prin regulile
jocului;

(C2) platile laterale, deci transferul de castiguri (utilitdti) Intre jucatori, in scopul
cointeresarii lor la o anumita actiune comuna.

Daca regulile jocului permit sau nu cele doud cooperari (C1), (C2), jocurile se clasifica
astfel:

- jocul cooperativ este jocul ale carui reguli permit cele doua tipuri de cooperari (C1) si
(C2);

- jocul fara plati laterale este jocul ale carui reguli permit incheierea de acorduri ferme
(C1), dar exclud transferul castigurilor (platile laterale (C2));

- jocul necooperativ este jocul ale carui reguli interzic acordurile ferme si platile laterale,
deci sunt interzise (C1) si (C2)).

4. Dupa numarul strategiilor:

- jocuri finite, sunt jocuri in care fiecare dintre jucatori are la dispozitie o mulfime finita
de strategii;

- jocuri infinite, sunt jocuri in care fiecare dintre jucatori are la dispozitie o multime
infinitd (numarabild, deci 1, 2, ..., n, ...) de strategii;

- jocuri continue, sunt jocuri in care fiecare jucator are la dispozitie un infinit continuu de
strategii pure, reprezentate in general ca puncte din intervalul [0, 1].

Jocuri de doua persoane cu suma nula

Jocul de doud persoane cu suma nuld este un sistem Inchis, in care castigul unui jucator
reprezintd o pierdere egala pentru celdlalt jucator.

Un joc de doua persoane finit §i cu suma nuld se numeste joc matriceal.

Fie jocul matriceal I' = (X, Y, f).

Se noteaza cu:
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- X multimea strategiilor pure ale primului jucétor, notat cu I;
X={1,2,...,m}
Se spune ca jucatorul I foloseste o strategie pura i, dacd in vectorul x al strategiilor ale
primului jucator:
Xi=1siX1=X2=...=Xj1=Xi+1=... =X =0
X = (X1, X2, ...y Xm)
Se spune ca jucatorul I foloseste o strategie mixta, daca jucatorul I foloseste cel putin doua
strategii pure, fiecare cu o probabilitate mai mica decat 1.
Deci, vectorul x al strategiilor mixte ale primului jucator, I,
X = (X1, X2, ...y Xm)
X; este probabilitatea ca primul jucator I sa aleaga strategia purai, x; €[0,1),1=1,2, ..., m;

Zm:xi =1
i=1

- iIn mod analog, Y este mulfimea strategiilor pure ale celui de al doilea jucator, notat cu
I;

Y={1,2,...,n}
Se spune cd jucdtorul II foloseste o strategie mixta, daca jucatorul II foloseste cel putin doud
strategii pure, fiecare cu o probabilitate mai mica decat 1.
Deci, vectorul y al strategiilor mixte ale celui de al doilea jucator, II;

Y=(Y1n Y2 ..., ¥n)

y; este probabilitatea ca al doilea jucator II sa aleaga strategia pura j , y; €[0, 1) , j=1,2,

.
v =1
i1

- f functia de castig a jocului, A matricea jocului.
A=(a) ,i=1,2,..m;j=1,2,..,n

ajj = 1(i, j) = castigul jucatorului I, daca jucatorul I a ales strategia i
e X si jucdtorul II a ales strategia jeY, iar jucatorul II castiga -a; , nici unul dintre cei doi
jucatori nu cunoaste alegerea facuta de celalalt.
Se considera un joc de doud persoane cu suma nuld, primul jucdtor este jucatorul
maximizant.

Al doilea jucator este jucdtorul minimizant. Se rezolva jocul considerat, trebuie

determinata strategia optima, fie determinand un punct sa sau punct de echilibru, adica un punct

care verifica relatia (10.1):

V)= max min Cj =V,, =min max C; (10.1)
1<i<m1<j<n 15j<n1<i<m
daca existd punct sa, fie se determina strategiile mixte cu programare liniara.

Punctul sa are proprietatea ca strategiile corespunzatoare lui sunt cele mai bune pentru
ambii jucatori, in sensul ca fiecare dintre ei stie ca, n cel mai rau caz, strategia aleasa 1i ofera
cea mai buna posibilitate. Daca unul dintre parteneri renunta la strategia optima, celalalt este
avantajat.

Tn general, V, < V.
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Pentru determinarea strategiilor mixte prin programare liniard, se noteaza cu x vectorul
strategiilor mixte ale primului jucator, jucatorul I, dat de relatia (10.2), respectiv cu y vectorul
strategiilor mixte ale celui de al doilea jucator, II, dat de relatia (10.3):

m

X= (X1, Xz, ..., Xm), D>, Xi=1l,xe[0,1]; (10.2)
Y= Yer W) Y %=1y € [0,1] (103

Se noteaza cu v valoarea jocului pentru jucatorul I, care este jucatorul maximizant si doreste sa
castige cat mai mult, deci acesta urmareste max v. Se noteaza cu u valoarea jocului pentru
jucatorul II, jucatorul minimizant si acesta urmareste sa piarda cat mai putin, deci urmareste min
u.

Exemplul nr. 10.1.

Se va determina punctul sa pentru jocul matricial cu matricea castigurilor A .

5 1 3
A= 3 2 4
-4 0 1
Pentru primul jucétor:
V| = max min a; = max[min(5, 1, 3), min(3, 2, 4), min(-4, 0, 1)] = max(1, 2,-4) =2 =ay,

1<i<3 1<j<3
Pentru al doilea jucator:

V) = Tlr; maxa; = min[max(5, 3, -4), max(1, 2, 0), max(3, 4, 1)] = min(5, 2,4) =2 = ay,
<j<8 I<i<

deci, vi = v = az = 2 este punct sa (punct de echilibru).
Exemplul nr. 10.2.

Pentru jocul matricial cu matricea castigurilor A, nu existd punct sa.

3

Pentru primul jucator:

Vi = max Ln,-'grl a; = max[min(- 3, 3), min(3, - 3)] = max(- 3,-3) =-3

Pentru al doilea jucator:

vy = minmaxa; = min[max(- 3, 3), max(3, - 3)] =min (3, 3) =3
1<j<2 I<i<?

vi=-3<v;=3

Deci, nu exista punct sa (punct de echilibru).

Determinarea strategiilor mixte prin programare liniara
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Se noteaza:

=X, ,i=1,2,...,m; (10.4)

=Y. ,j=1,2,...,n;

Pentru jucatorul I, primul, valoarea jocului este v, pentru determinarea strategiilor optime
mixte, trebuie rezolvata problema de programare liniara (10.5).

z aij.Xizl ,j:1,2,...,n;
i=1

Xi 20 ,i=1,2,...,m (10.5)
min ( Xy + Xz +. ..+ Xy )=minl/v

Pentru al doilea jucator, jucatorul I, valoarea jocului este u, determinarea strategiilor
optime mixte se reduce la rezolvarea problemei de programare liniara (10.6), duala problemei
(10.5).

Zn: aj.Y;<1
j=1
Yi>20,j=1,2,..n; (10.6)
max(Y;+Yy+...+Y,)=max 1/u
unde:

ajj este castigul jucdtorului I (primul jucdtor, jucatorul maximizant ), daca
jucatorul I a ales strategia 1 si jucatorul II ( al doilea jucétor, jucdtorul minimizant ) a
ales strategia j , i=1,2,...,m;j=1,2,...,n

*v este castigul jucatorului I, iar u este castigul jucdtorului II, u=v.

Strategiile mixte optime se determina rezolvand problemele de programare liniara (10.5)
s1 (10.6) cu algoritmul simplex primal sau dual, respectiv utilizand programul Qsb, Dsspom,
Lindo sau altul, obtinandu-se u, v, X, Yj, apoi relatiile (10.4) dau componentele xisiy; , 1=
1,2,.,n;j=1,2, .., n; ale strategiilor mixte X, respectiv y ale celor doi jucatori.

Exemplul nr. 10.3.

Se va demonstra ca nu exista punct sa pentru jocul matricial cu matricea castigurilor A. Se vor
determina strategiile optime mixte prin programare liniara.

5 2 4
A=|6 7 3
4 5 1
V| = Ta>3( Tln3 a; = max[min(5, 2, 4), min(6, 7, 3), min(4, 5, 1)] = max(2, 3,1) =3
<i<3 I<j<
V) = E’llq Ta>3< a; = min[max(5, 6, 4), max(2, 7, 5), max(4, 3, 1)] = min(6, 7, 4) = 4
<j<3 I<i<

Deci:v,=3<v;=4
Nu exista punct sa.
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Strategiile optime mixte ale jucétorului I se determina rezolvand problema de programare liniara
(se iau coloanele matricii A):

5. X1+6.X,+4 . X3>1
2.X1+7.X,+5. X321

4 . X1+3.X+1.X3>21
Xi>0,1i=1,23;
Min(X; + X, + X3) =min 1/v

Se rezolva cu programul Qsb, modulul Linear Programming.
X1=2/11 , X;=1/11 ,X3=0

Iv=X;+ X+ X3=2/11+1/11+0=3/11

v=11/3

%:Xi Jdeci: xi=v. X ,i=1,2,3;

X1 =2/11.11/3 =2/3

X2 =1/11.11/3 =1/3

X3 = 0

Strategia mixta optima a jucdtorului I este x:

X =(2/3,1/3,0)

X1+Xo+X3=2/3+1/3+0=1

Strategiile mixte ale jucatorului II se determina rezolvand problema de programare liniara duala
celei a jucatorului I:

5.Y1+2.Y,+4.Y3<1
6.Y;+7.Y,+3.Y3<1
4.Y1+5.Y,+1.Y3<1
Y;20,j=123
Max(Y1+ Y, +Y3) =max 1/u

Se rezolva cu programul Qsb, modulul Linear Programming.
Y1:O,Y2:1/22,Y3:5/22
Wu=Y1+VYo+Y3=0+1/22+5/22=6/22 =3/11=1/v
u=11/3=v

Yj . .
TJ:Yj ,deciyj=u.Y;,j=1,23;

y1=0

y, =1/22 . 11/3 = 1/6

y3 =5/22 . 11/3 =5/6

Strategia mixta optima a jucatorului II este y
y = (0, 1/6, 5/6)
yitYo+y3=0+1/6+5/6=1

Jocuri bimatriceale

Un joc finit de doud persoane cu suma arbitrara (generald, constantd), numit joc
bimatriceal, este definit de multimea I" = (X, Y, A, B),
unde:

X
Y

{1, 2, ..., m);
1,2,..,n);
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reprezintd multimile strategiilor pure ale celor doi jucatori;
A=(@),i=12..mj=12 .,n

este matricea castigului jucatorului I;
B=(by),1=1,2,...m;j=1,2,...,n;

este matricea castigului jucatorului II;

ajj — castigul jucatorului I cand jucdtorul I foloseste strategia purd 1 si jucdtorul II
foloseste strategia pura j;

bij - castigul jucatorului II cand jucatorul I foloseste strategia purd i si jucatorul II
foloseste strategia pura j;

aj+hyj#0,i=1,2,...,mj=1,2,...,n;

Un joc bimatriceal mai poate fi reprezentat printr-o matrice de perechi (ajj, bj),
(A, B) = ((@j,by),i=1,2,...,.m;j=1,2,..n;

Exemplul nr. 10.6.

Se considera un joc celebru, numit batdlia sexelor. Acest joc constd In urmatoarele: intr-0
familie, sotul si sotia trebuie sa decida unde vor merge intr-o seara pentru a se distra, avand de
ales intre a merge la un meci de fotbal si a merge la teatru. Dintre aceste variante, sotul prefera sa
mearga la fotbal, iar sotia la teatru. Daca unul dintre ei cedeaza, atunci cel care cedeaza va avea
castigul 1, iar cel care nu cedeaza, va castiga 4. In cazul in care nici unul nu cedeaza, atunci vor
ramane acasa, iar castigul fiecaruia va fi 0.

Sa se determine punctele de echilibru ale jocului bimatricial definit de matricial (A, B).

Tabelul nr. 10.1.

Sotie F = Fotbal T = Teatru
Sot
F = Fotbal (4,1) (0,0)
T = Teatru (0, 0) 1,4

Se considera ca sotul este jucdtorul I si sotia jucatorul II. Matricea castigurilor este (A, B).

((41) (00)
A B*[(o,o) <1,4>)

Strategiile pure X" = (1, 0) si y = (1, 0) formeaza un punct de echilibru, dar si strategiile pure:
X1=(0,1) siy™=(0, 1) formeazi un punct de echilibru. Se verifica ci strategiile  (x, y ) si
(x™, y) nu sunt puncte de echilibru.

Matricile de castig ale celor doi jucatori sunt:

S P

199



Fie strategiile mixte x iy ale celor doi jucétori:
X = (X1, X2), X1 20, X2 2 0, X3+ X =1

y=(uY2),¥1 20,y 20, y1+y,=1
Se inlocuiesc aceste valori in relatiile (10.7), deci :

XAy <X Ay"

4 0) (1 4 0) (1
wo (00 iyt
(4.X1, X2). (;J < (4, 0) . (;j

4x, <4,
X1 <1,
adevarat , x1 €[0, 1), fiind o probabilitate
X By <x.By"

1 0) (v, 1 0) (1
4.0 [0 ‘J ' [szS 4.0 (0 4) [Oj
Yi 1
(1,0). [yz]s(l, 0). (oj

ylﬁl,

Deci :

adevarat , y; €[0, 1), fiind o probabilitate

In mod analog se face verificarea ci strategiile :

X 1=(0,1) siy*=(0, 1) formeazi un punct de echilibru.

Se verificd in mod analog ca strategiile  (x, y ) si (X 7, ¥) nu sunt puncte de echilibru.

Punctul de echilibru (X", y") aduce primului jucator cistigul ai1 = 4 si celui de al doilea jucator
castigul by = 1, iar al doilea punct de echilibru (x™*, y™) aduce primului jucator castigul ~ a, =
1 si celui de al doilea jucator castigul by, = 4, deci castigurile corespunzatoare celor doud puncte
de echilibru sunt diferite, fiecare jucator va prefera un anumit punct de echilibru, rezultand ca
cele doua puncte de echilibru nu sunt stabile. Jucatorul I va dori folosirea strategiilor pure
X =(1,0)si y = (1, 0), iar jucatorul Il va dori folosirea strategiile pure x - =(0,1) siy*=
(0, 1). Rezulta ca jucatorul I va folosi strategia pura i = 1, iar jucdtorul II j = 2, jocul fiind
necooperativ, nu sunt posibile negocieri, rezulta castigurile celor doi jucatori vor fi minime, aj
=0, b1z = 0, deci pierd amandoi. Daca jucatorii sunt rationali vor trece de la lipsa cooperarii la
cooperare, la negociere pentru a castiga amandoi mai mult. Dacd jocul este cooperativ, deci sunt
permise negocieri, unul dintre jucdtori va ceda propunerilor celuilalt, amandoi vor castiga mai
mult de zero, adicad un jucator castiga 4 si celalalt 1.

11. ELEMENTE DE TEORIA DECIZIEI
11.1. PROCESUL DECIZIONAL

Managementul firmei este Tn stransa legatura cu procesul de luare a deciziilor, decizia
fiind una din functiile managementului. Managementul se exercita prin decizii. Toti autorii care
abordeaza problematica optimizarii deciziilor urmaresc asigurarea rationalitdtii procesului
decizional.
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Decizia este hotararea de a alege o anumita variantd de actiune, din mai multe posibile,
atagate unui anumit proces sau fenomen. Decizia se adoptd pentru ca procesul sau fenomenul
studiat sd evolueze in sensul stabilit dinainte de o persoana denumita decident (sau mai multe
persoane denumite decidenti). Decizia reprezintda momentul esential al conducerii, finalitatea
oricarui proces de management.

Procesul de luare a deciziilor (procesul decizional) este multimea actiunilor intreprinse
de decident (decidenti) Tn vederea stabilirii deciziei.

Progresul unei firmei este determinat de calitatea deciziilor luate. Functionalitatea si
viabilitatea oricarei organizatii, firme se asigura prin deciziile luate.

Decizia manageriala este acea decizie care are urmari nemijlocite asupra actiunilor si
deciziilor a cel putin unei alte persoane. Luarea unei decizii manageriale implica o
responsabilitate mare datorita consecintelor de naturd economica, sociala si umana.

In practica decizia manageriala are doud forme: actul decizional si procesul decizional.

O decizie are forma unui act decizional, in sensul desfasurarii sale, intr-o perioada relativ
scurta de timp, care poate fi de cateva secunde sau minute, se referd la situatii decizionale de
complexitate relativ redusa, repetitive, bazandu-se pe intuitia si experienta managerilor.

Procesul decizional constd in mulfimea fazelor prin intermediul carora se pregateste,
adoptd, aplicd si evalueaza decizia manageriald. Procesul decizional este specific deciziilor
complexe, consuma un timp relativ mare, de ordinul orelor, zilelor sau saptamanilor si Tn acest
timp se culeg, selecteaza, analizeaza informatii, se consultd anumite persoane, pentru luarea
deciziei. Factorii primari ai deciziei manageriale sunt decidentul si mediul ambiant decizional.

Decidentul este reprezentat de un manager sau un organism managerial care, in virtutea
obiectivelor, sarcinilor, componentelor si responsabilitatilor circumscrise, adoptd decizia n
situatia respectiva.

Mediul ambiant decizional constd Tn multimea elementelor endogene si exogene firmei, care
alcatuiesc situatia decizionald, caracterizate prin manifestarea unor influente directe si indirecte
semnificative asupra continutului si rezultatelor deciziei manageriale. Mediul ambiant decizional
are tendinta sa devina din ce Tn ce mai complex si cu un ritm de schimbare foarte rapid.

O situatie de decizie, care genereazda un proces decizional, este caracterizata de
urmadtoarele elemente:

- decidentul este persoana care evalueaza, analizeazd, conduce si aplica procesul care a
generat situatia de decizie;
moment dat, iar fiecare variantd este descrisd prin intermediul unor parametri atasati
procesului (aceiasi pentru toate variantele);
- multimea criteriilor (C) este multimea acelor parametri care caracterizeaza procesul si in
functie de care se urmareste compararea variantelor;
- multimea obiectivelor este mulfimea caracteristicilor (numerice sau nenumerice) atagate
fiecarui criteriu in parte si care trebuie Indeplinite in urma aplicarii deciziei;
- multimea starilor naturii (conditiilor date, favorabile, nefavorabile etc. ).
Prin atribut se intelege un mijloc de evaluare a unei variante. Caracteristicile, factorii,
proprietatile sunt sinonime cu atributele. Notiunea de criteriu este echivalentad cu cea de atribut.

Importanta deciziilor determina nivelul de conducere la care acestea sunt luate.

Necesitatea adoptarii unei decizii rezulta din aparitia unor “probleme” in mersul normal al
activitatilor firmei sau a unui aspect strategic important pentru viitorul sau. Aparifia unei
probleme este determinata de factori interni firmei (cunostintele, capacitatea , abilitatea
salariatilor si managerilor, conditiile de munca, resurse insuficiente sau inadecvate, resursele

201



umane, motivatia personalului etc.) si factori externi (restrictii legislative, informatiile referitoare
la mediul ambiant si la actiunea unor factori care pot duce la perturbatii etc).

Se poate vedea cum se ia 0 decizie atunci cand a aparut o “problema®, utilizand secventa de
intrebari ce urmeaza mai jos.

1. Aaparut 0 “problema* ?
1.1 De cand a aparut “problema* ?
1.2 Unde, cand si cat de frecventa este “problema*?
1.3 Cand s-ar putea solutiona si in cat timp ?
2. Care este “problema*?
2.1. Cine sunt cei Tn cauza ?
2.2. Care este performanta dorita ?
2.3. Care sunt aspectele specifice ale rezultatelor nedorite?

3. Cat de importantd este problema ? Care este impactul asupra productiei, firmei,
compartimentelor, salariatilor ?

4. Ce factori au determinat / influentat aparitia acestei probleme ?
5. Ce solutii / variante / linii de actiune ar duce la redresarea situatiei ?
6. Ce avantaje prezinta solutiile posibile ?

6.1. Solutiile vor duce la cresterea performantelor ?

6.2. Ce influente au solutiile / variantele / liniile de actiune asupra obiectivelor pe termen
lung ?

6.3. Sunt conditii pentru implementarea cu succes a solutiilor preconizate ?
6.4. Solutiile sunt avantajoase din punct de vedere al costurilor si profitabilitatii ?

6.5. Rezultatele preconizate sa fie obtinute sunt compatibile intre firma Tn ansamblul ei si
fiecare salariat, intre nivelul strategic si nivelul operativ etc. ?

7. Ce solutie / variantd / linie de actiune este mai avantajoasd ? Care este decizia optima ?

Etape ale procesului decizional

Procesul de luare a deciziilor este de o mare complexitate §i responsabilitate, deci este
necesar sa fie precedat de masuri de clarificare a problemei, cum ar fi verificarea realitatii
problemei respective, stabilirea gradului de prioritate pe care 7l prezinta problema in cauza.

O structurare a procesului de luare a deciziilor este urmatoarea:
1. Precizarea si definitivarea obiectivului;

Adunarea, selectarea si ordonarea datelor;

Analiza informatiilor;

Construirea variantelor si stabilirea criteriilor;

Adoptarea deciziei;

Comunicarea deciziei;

Aplicarea deciziei;

© N o o~ wDd

Controlul §i urmarirea aplicarii deciziei.
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Aceste etape pot fi structurate si altfel, in alt numar de etape si continut, dar important
este ca in finalul rezolvarii problemei sa se adopte decizia optima / rationala.

Conceptul de proces decizional este abordat, in general, 1n doud acceptiuni principale:
conceptul de proces decizional Tn sens restrans, care ia Tn considerare toate etapele
premergatoare actului decizional, si conceptul de proces decizional Tn sens larg, care mai
cuprinde in plus transmiterea deciziei la locul de aplicare si controlul modului de aplicare (cele
opt etape prezentate mai sus).

O alta structurare a fazelor procesului decizional este datoratd lui Lee, S.M. si Moore,
J.M., cuprinde etapele:

1. Formularea problemei, adica: definirea problemei, orientarea asupra perioadei de
analiza, stabilirea autoritatii inifiale si a autoritdtii de control, stabilirea persoanelor care au
dreptul de veto (daca existd) si a modului de adoptare a deciziilor (cu unanimitate sau cu
majoritate de voturi), formularea obiectivelor, studierea mediului ambiant, stabilirea
alternativelor de actiune;

2. Dezvoltarea modelelor, deci se stabileste tipul modelelor (deterministe, stochastice,
fuzzy; monoobiectiv / multiobiectiv), restrictiile, obiectivele, variabilele de decizie, criteriile de
apreciere a variantelor;

3. Rezolvarea modelelor si optimizarea solutiei, utilizand metode si tehnica de calcul
corespunzatoare;

4. Implementarea solutiei, deci transpunerea solutiei optime in politici concrete de
management.

Se impune a se face o demarcatie intre atributiile decizionale ale managerului (individual
sau de grup) si competenta profesionald a analistilor care in etapele 2 si 3 rezolva sau contribuie
la rezolvarea lor.

Procesul decizional poate fi structurat in faze.

Mintzberg a propus o structurare a procesului decizional in sapte faze: recunoasterea si
diagnosticarea problemei, cdutarea, proiectarea, selectarea alternativelor, alegerea deciziei,
autorizarea deciziei.

H. Simon a propus un model al procesului decizional initial cu trei faze (informarea,
proiectarea, alegerea-implementarea), care a evoluat si a devenit structurat in patru faze in
urmatoarea succesiune: informarea, proiectarea, alegerea, implementarea s$i evaluarea
rezultatelor. Fiecare faza in sine poate fi un proces decizional complex, se poate descompune in
subprobleme , care la randul lor pot avea etape de informare, proiectare, alegere, implementare si
evaluare a rezultatelor.

Informarea consta in culegerea de date referitoare la sistemul condus.
Faza de informare cuprinde activitatile:

- stabilirea obiectivelor: stabilirea listei de subiecte de interes dintre care unele vor fi criterii
de evaluare a alternativelor, gruparea obiectivelor, realizarea diferentierii dintre obiectivele
fundamentale si cele ajutatoare;

- culegerea datelor si sesizarea situatiei decizionale;

- stabilirea frontierelor problemelor (frontierele fizice, temporale si cele legate de unghiul din
care este privitd problema) si evaluarea calitatii datelor, informatiilor si cunostintelor,
rezultand clasa de decizii unde se incadreaza: decizii deterministe, decizii in conditii de risc
sau decizii conditii de incertitudine;

- descompunerea problemei decizionale, daca problema decizionala este complexa.

Proiectarea modelelor si alternativelor (variantelor) consta in inventarierea alternativelor sau
generarea de noi alternative si evaluarea consecintelor acestora.
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Faza de proiectare cuprinde activitatile:
- construirea unui model, daca sistemul condus este complex, functie de certitudinea
informatiei, utilizand modelul deciziilor in conditii de certitudine, risc sau incertitudine;
- adoptarea demersului de modelare si rezolvare a problemei, alegerea criteriilor de apreciere
a variantelor,;
- stabilirea alternativelor.
Alegerea are ca scop selectarea unei variante decizionale (alternative). Alegerea unei
alternative se poate face Th mai multe moduri:
- laintamplare;
- pe baza de rutina, de experientd;
- pe analogia cu deciziile de succes luate in conditii asemanatoare;
- decizia prin metode sistematice, prin formule matematice (de exemplu, pentru deciziile
multiatribut se pot utiliza algoritmii: maxmin, Leader, Topsis, Onicescu, Electre etc.).
Implementarea si evaluarea rezultatelor se face dupa aplicarea efectiva a deciziei.
Implementarea unei decizii inseamna o schimbare a starii sistemului asupra caruia decidentul are
autoritate, desi pastrarea starii actuale este o decizie posibild, care nu poate fi ignorata.
Implementatrea depinde de decizia optima sau rationala luata, dar si de persoanele care trebuie sa
execute cele stabilite de decizie. Evaluarea calitatii unei decizii se apreciaza dupa rezultatul
obtinut in urma aplicarii deciziei, dar si in functie de informatiile disponibile, metodele
matematice  utilizate si abundenta variantelor decizionale identificate sau proiectate,
oportunitatea deciziei in sensul elaborarii si adoptarii ei la timp.

11.2. CLASIFICARI ALE PROCESELOR DECIZIONALE

Se pot face diverse clasificari ale proceselor decizionale dupa diverse criterii, cum ar fi:
numarul criteriilor, numarul variantelor, starile naturii, numarul decidentilor, logica matematica
utilizata, orizontul de timp si implicatiile asupra organizatiei etc.

1. Dupa numarul criteriilor luate in considerare:

- procese de decizie (decizii) cu un singur criteriu;

- procese de decizie (decizii) cu mai multe criterii, numite decizii multicriteriale sau decizii
multidimensionale;

2. Dupi numirul variantelor decizionale posibile:

- procese de decizie (decizii) cu un numar finit de variante;

- procese de decizie (decizii) cu numar infinit de variante;

- dacd modelele de decizie (deciziile) sunt multicriteriale si sunt un numar finit de variante,
se vor numi decizii multiatribut;

- daca modelele de decizii (deciziile) sunt multicriteriale si multimea variantelor este infinita
se vor numi decizii multiobiectiv . ( modelul cuprinde o multime de restrictii si o functie
vectoriald de mai multe variabile ale cdrei componente trebuie maximizate sau minimizate);

3. Dupa numarul de stari ale naturii si probabilititile de realizare a acestora:

- procese de decizie (decizii) in conditii de certitudine, o singurd stare a naturii, iar
probabilitatea de realizare este p = 1 (evenimentul sigur);

- procese de decizie (decizii) In conditii de risc (incertitudine de gradul 1), sunt mai multe
stari ale naturii, r stari: N1, N, ..., Ny, cu probabilitati de realizare p, , k =1, 2, ... 1;
cunoscute,

pkel0,1] ,k=1,2,...,r;
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Z P =1
k=1

- procese de decizie (decizii) in conditii de incertitudine (incertitudine de gradul II,
incertitudine propriu-zisa) , sunt mai multe stari ale naturii, r stari: N1, Np, ..., Ny, fara a se
cunoaste probabilitatile corespunzatoare de realizare;

- procese de decizie (decizii) in conditii de ignoranta (incertitudine de gradul III), cand nu se
cunosc nici rezultatele (consecintele) posibile pentru diferite variante, nici probabilitatile de
aparitie a starilor naturii. Dupa unii autori aceasta categorie de decizii nu exista.

4. Dupa numarul decidentilor:

- procese decizionale (decizii) cu un singur decident, deci decizii cu decident individual;

- procese decizionale (decizii) cu mai multi decidenti, numite decizii cu decident
multiparticipant (de grup). In prezent, deciziile importante sunt luate de decidenti de grup. Tn
functie de gradul de autoritate si de raspundere a participantilor la procesul decizional,
decidentul multiparticipant poate fi:

- decident de grup de omologi, cand participantii au pozitii de autoritate egale sau apropiate;

- echipa decizionala ierarhica, in care raspunderea deciziei o are conducatorul echipei;

- decident de tip multiparticipant organizational, dacd membrii echipei decizionale ocupa
pozitii i au puteri inegale in organizatie;

- echipe sau grupuri decizionale virtuale, compuse din persoane aflate in locuri diferite care
sunt conectate prin internet.

5. Dupa gradul de structurare (de programabilitate)

- decizii nestructurate, numite §i decizii neprogramate, apartin clasei de probleme
nestructurate pentru care nu existd o metoda pregatitd de rezolvare deoarece fie ca nu a aparut
pana atunci, fie ca structura sa este deosebit de complexa sau este atat de importanta incat trebuie
o rezolvare speciald, pe masura ;

- decizii structurate, numite si decizii programate, sunt deciziile care pot fi descrise sau
programate sub forma unui algoritm sau sub forma unor proceduri bine definite care pot fi
realizate automate; deciziile structurate apartin clasei de probleme structurate;

- decizii semiprogramate au elemente din deciziile nestructurate si deciziile structurate.

6. Dupa numarul de procese decizionale considerate in succesiune (frecventa lor):

- proces decizional unic, desfasurat la momentul t;

- succesiuni de procese decizionale desfasurate la momente de timp diferite.

- periodice, se adoptd la anumite intervale de timp, reflectand caracterul ciclic al proceselor
manageriale si de productie;

- aleatorii, se adopta la intervale de timp neregulate si sunt dificil de anticipat.

7. Dupa logica matematica utilizata:

- decizii pe baza logicii discrete (clasice), care cuprind doua subclase:

- decizii care au la baza logica bivalentd, exista doud valori de adevar ale variabilelor
logice: adevar si fals, notate cu 1 si 0, este valabil principiul tertiului exclus;

- decizii care au la baza logica n-valenta, n > 2 , de tip Lukasiewicz, exista n valori de
adevar ale variabilelor logice, intre fals notat cu 0 si adevar notat cu 1, fiind posibile n-2 trepte
de adevar, notate cu 0, 1/(n-1), 2/(n-1), ..., (n-2)/(n-1), 1,

- decizii pe baza logicii continue: decizii fuzzy (vagi), exista mai multe grade de apartenenta
a unui element la o multime si variabilele logice fuzzy iau valori in intervalul [0, 1].

8. Dupa nivelul decizional si orizontul decizional de timp:
- decizii strategice;
- decizii tactice;
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- decizii curente (operationale ).

Deciziile strategice sunt deciziile care vizeaza orizonturi de timp mari, in general 3 - 5
ani, se referd la problemele de ansamblu ale organizatiei si pentru rezolvarea lor sunt necesare
solutii originale.Deciziile strategice se adoptd in legatura cu strategia firmei, respectiv cu
stabilirea obiectivelor strategice, a modalitatilor de realizare, cu stabilirea dimensiunii resurselor
ce urmeaza sa fie angajate pentru indeplinirea obiectivelor si cu precizarea modalitatilor concrete
de obtinere de avantaj competitiv pe piata pe care este in competitie firma. Deciziile strategice se
adopta, In general, de managerii de grup, constituifi in Consiliul de administratie, Comitetul de
directie, adunarea generala a actionarilor.

Deciziile tactice urmaresc perioade cuprinse intre 6 luni si 2 ani si activitati , respectiv
compartimente, ce influenteaza decisiv functionalitatea si eficacitatea celorlalte componente
procesuale si structurale sau ale firmei. Deciziile tactice sunt pregatite prin procedee
reglementate sau logice §i se iau pentru actiuni concrete care au un oarecare caracter de
repetitivitate, iar informatiile care conditioneaza alegerea unor astfel de decizii sunt in cea mai
mare parte cunoscute. Deciziile tactice se adoptd fie de organismele participative de
management, fie de managerii amplasati la nivelul superior al structurii organizatorice (
director general, directori executivi).

Deciziile curente (operationale) se refera la orizonturi mai mici de timp, de pana la
cateva luni, si se adopta de managerii de nivel mediu si inferior.

9. Dupa modul de efectuare a calculelor necesare pentru luarea deciziei:

- decizii bazate pe calcule efectuate manual;
- decizii mixte, cu folosirea partiald a calculatorului si a calculelor manuale, a intuitiei, a
experientet;
- decizii asistate de calculator. Exista sisteme informatice, numite Sisteme Suport pentru
Decizie , (Decision Support Systems — DSS ), pentru ajutarea procesului decizional. O varianta
a acestor sisteme informatice o reprezintd Sistemele Suport al Deciziilor de Grup (Group
Decision Support Systems — GDSS ).
10. Dupa esalonul managerial care le adopta:
- decizii superioare, se adopta de esalonul superior al managementului participativ (adunarea
generala a actionarilor, consiliul de administratie), manager general si directorii pe domenii (o
parte sunt decizii strategice si tactice);
- decizii medii, se adopta de esalonul mediu al managementului, alcatuit din sefii de sectii si
ateliere (majoritatea sunt decizii curente $i tactice);
- decizii inferioare, se adopta de catre esalonul inferior al managementului, alcatuit din sefi de
birou si de echipe (sunt numai decizii curente).
11. Dupa posibilitatea anticiparii:
- decizii anticipate, se cunosc cu mult timp inainte perioada adoptarii si elementele implicate;
- decizii imprevizibile, perioada adoptarii si principalele elemente implicate se cunosc cu
putin timp inainte de adoptare, depind de intuitia si capacitatea decizionala a managerilor.
12. Dupa amploarea sferei decizionale a decidentului:
- decizii integrale, se adopta din initiativa decidentului, farad a fi necesar avizul esalonului
ierarhic superior;
- decizii avizate, aplicarea lor este conditionatd de avizarea la nivelul esalonului ierarhic
superior.
13. Dupa sfera de cuprindere a decidentului:

- decizii participative, se adopta de organismele de management participativ (consiliul de
administratie, adunarea generala a actionarilor etc.)

- decizii individuale, se adopta de catre un cadru de conducere al firmei.

14. Dupa modul de elaborare:
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14.1. Decizii analitice (sistematice), utilizeaza analiza si metode logice, solutia se obtine
printr-un proces rational de selectie, alegere rationala, pas cu pas, a celei mai bune variante ;

14.2. Decizii intuitive, utilizeaza intuitia, imaginatia, experienta, flerul, se bazeaza pe
conceptia ca decizia este arta si nu stiinta.

Relatia dintre tipul deciziei si nivelul de management la care este luatd decizia este data
n tabelul nr 11. 1.

Relatia dintre tipul deciziei si nivelul de management . Tabelul nr 11.1.

Nivelul de Tipuri de decizii
management
Management de Decizii Decizii Decizii in Decizii analitice
varf neprogramate strategice conditii de
incertitudine
Management Decizii Decizii Decizii in Decizii intuitive
mediu semiprogramate Tactice conditii de risc
Management Decizii Decizii Decizii in Decizii intuitive
inferior programate operative conditii de
certitudine

11. 3. DECIZII DETERMINISTE

11. 3. 1. DECIZII MONOCRITERIALE
Deciziile monocriteriale sunt apreciate dupa un singur criteriu C si cuprind urmatoarele
elemente :
- o multime de variante: V={V,,V,, ...,V };
- un singur criteriu C;
- fiecare variantd V; este caracterizata in raport cu criteriul C , iar rezultatul evaluarii este
egalcua,i=1,2,...,m;
- rezultatele evaluarii celor m variante in raport cu criteriul C este un vector al consecintelor
A:
A=(a;,az, .., am)

Trebuie determinatd varianta optima (cea mai bund) din punctul de vedere al criteriului C sau
clasamentul descrescator al variantelor, pe primul loc fiind varianta optima. Criteriul C poate fi
criteriu de maxim sau criteriu de minim.

Daca criteriul C este criteriu de maxim, varianta optima se obtine din conditia:

a= max{a,i=12, ..,m}

Voptimézvk
Clasamentul  variantelor decizionale este dat de ordonarea descrescatoare a
componentelor vectorului A, pe primul loc fiind varianta optima.

Daca criteriul C este criteriu de minim, varianta optima se obtine din conditia:
ax=min{a,i=1,2,..,m}

Voptimé = Vk
Clasamentul variantelor decizionale este dat de ordonarea crescatoare a
componentelor vectorului A, pe primul loc fiind varianta optima.
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11. 3. 2. DECIZII MULTIATRIBUT
Deciziile multicriteriale cu un numar finit de variante se numesc decizii multiatribut.
Deciziile multiatribut cuprind urmatoarele elemente :
- o multime de variante: V={V,,V,,...,V };
- o multime de criterii: C={C,,C,,...,C_};
- fiecare varianta V; este caracterizatd in raport cu criteriul C; , iar rezultatul evaluarii este
egalcua;,i=1,2,...,m; j=1,2,...,n;
- rezultatele evaluarii celor m variante Th raport cu cele n criterii este matricea consecintelor
A:
A=(a;),i=12,...,m;j=12...,n;

- sunt situatii in care nu toate criteriile avute in vedere sunt la fel de importante si in acest sens
importanta criteriilor este evaluata prin coeficienti de importantd p;, p; > 0, dar intervine in

acest caz un anumit grad de subiectivitate,

Aceste elemente sunt sintetizate Tn tabelul nr.11.2.
Tabelul nr.11.2.

Ci C: C . Ch
Vi
V1 dil dio - din
V> az1 azo e azn
Vi am1 am2 L amn
Pj P1 P2 . Pn

Trebuie determinatd varianta optima (cea mai bund) din punctul de vedere al celor n
criterii de apreciere a variantelor sau clasamentul descrescator al variantelor, pe primul loc fiind
varianta optima.

Un criteriu, de exemplu profitul, ale carui valori sunt cu atdt mai bune cu cat sunt mai
mari, se numeste criteriu de maxim. Un criteriu, de exemplu costurile, ale carui valori sunt cu
atat mai bune cu cat sunt mai mici, se numeste criteriu de minim. In  problema de decizie
multiatribut se urmareste ordonarea variantelor multimii V de la cea mai buna , la cea mai slaba,
tinand cont de toate criteriile multimii C sau determinarea celei mai bune variante din punctul de
vedere al ansamblului criteriilor din multimea C.

Matricea consecintelor A contine, in general, date neomogene, numerice sau nenumerice
si aceste date trebuie omogenizate. Omogenizarea datelor se realizeazd prin gasirea unei
corespondente intre multimea valorilor criteriitlor §i o anumitd multime, iar aceastad
corespondenta se numeste scalare.

Scalarea este de trei feluri :

- scalare ordinald, cand multimea cu care se face corespondenta este mulfimea numerelor
naturale, dar aceastd scalare da ordinea variantelor, dar nu si distanta dintre ele;
- scalare intr-un interval, cind multimea de corespondenta este un interval, fiind data ordinea
variantelor si distanta intre ele;
- normalizarea, care reprezintd transformarea matricei consecintelor A ntr-o matrice R cu
elementele din intervalul [0, 1].
Daca:
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A=(a;) este matricea consecintelor,
R=( r; ) este matricea normalizatd, i=1,2,... ,m;j=1,2,...,n;

v,

1.) Normalizare vectoriala.

Se utilizeaza relatiile (11.1) sau (11.2).

a;;

ro=—» (11.2)

i=1,2,...,m; j=1,2,..,n.
2.) Normalizare prin transformari liniare.

2.1.) pentru criterii care se maximizeaza se utilizeaza relatia (11.3).

a;;
A - (11. 3)

Yomax  a

1<i<m
2.2.) pentru criterii care urmaresc minimul se utilizeaza relatia (11. 4).

M . B (11. 4)

1. Metoda MAXIMIN

Decizia optima este data de relatiile (11. 5).
g =max . min (11.5)
I<Kism  I<j<n

V, =V

i optima S

2. Metoda MAXIMAX

Conditia de optim este (11. 6).
e =Max max [ (11. 6)
1<i<m I<j<n

Vv =V

i optima s

3. Metoda ponderarii simple aditive

Se considera problema de decizie multiatribut cu m variante Vj, n criterii de apreciere a
variantelor C;j cu coeficientii de importanta p; , iar matricea consecintelor este A.

A = (@), i=1,2,...m;j=1,2,...,n.
Se normalizeaza matricea A, rezultand matricea normalizata R.
R=(ry,i=1,2,....m;j=1,2,...,n.

Se calculeaza (11.7).
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n

ij.rij
f(v,)=2% o1
2P

j-1

1,2,...,m (11.7)

Varianta optima este data de relatia (11.8).

fvo) =max (V) (11.8)
Vi optimans

4. Metoda ONICESCU - Varianta 1.

Din matricea consecintelor A se obtine matricea B, iar din matricea B rezulta matricea C.
A= (aij)
B= (Lij)
C= (aij)
unde:
Lij - este varianta care ocupa locul i dupa de criteriul C; ;
o jj - reprezintd de cate ori varianta V; ocupdlocul j,i=1,2,..,m;j=1,2,...n.
Se defineste functia fin (11.9).
f:VR,

o

f(v,)= Zz— ,i=1,2, .., m; (11.9)

unde:
V={V,V,...,V_,}.

Ierarhia celor m variante ale multimii variantelor V este data de valorile descrescatoare
ale lui f(Viy),i=12,...,m, in (11.10).

f(V) max  (V;)
Vi optimazvs (1110)

5. Metoda ONICESCU - Varianta 2.

Pentru fiecare criteriu Cj se considera coeficientul de importanta p;, p;(0, 1)
de formap; =1/2“, j=1,2,.,n;kN".
Se definesc functiile loc si f in (11.11) si (11.12).

loc: VxC {1,2,...,m} (11.11)
Vv R,

astfel: loc(V;, C;j) = locul variantei V; in raport cu criteriul C; ;
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fivy=>p;. 27V 9 Li=12, L m; (11.12)
j=1

Ordinea descrescatoare a variantelor este datd de ordonarea descrescitoare a valorilor
fV), i=1,2,...,m.

6._Metoda TOPSIS

Metoda TOPSIS ( Technique for Order Preference by Similarity to Ideal Solution ) are
la baza ideea ca varianta optima trebuie sa aiba distanta minima la solutia ideala.

Se considera o problema de decizie multiatribut, deci se se cunosc:
¢ multimea variantelor :
V={Vi,Vz,...Vn};
e multimea criteriilor de apreciere a variantelor:
C={C:,C;y, .. Ch};
e matricea consecintelor A :
A=(aj),
unde:
a;; - reprezintd aprecierea variantei V; prin criteriul C;,1=1,2, ..., m;j=1,2, ..., n;
o vectorul preferintelor cardinale ale criteriilor :

(plvav---,pn)’pj[O;l]

unde p; reprezinta coeficientul de importanta al criteriului Cj,j=1, 2, ..., n.
Algoritmul TOPSIS
Etapa 1.

Se transforma matricea consecintelor A Tn matricea normalizatd R prin normalizare vectoriala, cu
relatiile (11.16) sau (11.17).

unde: A=(aj)
R=(rij)
a.

r=—— (11. 16)

a;;
[o=— (11. 17)

m
2.
i=1

i=1,2,..m; j=1,2,..n.

Etapa 2.
Se construieste matricea normalizata ponderata V ,
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V:(Vij), Vij:pj.rij ;i:1,2, ...,m;j:1,2, ey N

Etapa 3.
Se determini solutia ideald V" si solutia ideald negativa V'~ , definite in relatiile (11.18) si
(11.19).
V+: (V+1,V+2 y e ,V+n)
V = (V-l,V-z y e ,V-n) ,
unde :
. |max V; daca criteriul C; este criteriu de maxim
i an_in V, daca criteriul C, este criteriu de minim (11.18)
) ﬂn V; daca criteriul C; este criteriu de maxim
T rlnéx V, daca criteriul C, este criteriu de minim (11.19)
Etapa 4.
Se calculeaza distantele ( distanta euclidiana ) intre solutii cu (11.20).
S = DoV -V))? (11. 20)

j=1

n

ST =DV -V))? Ji=L2..,m

=

Etapa 5.

Se calculeaza apropierea relativa a fiecarei variante de solutia ideala cu (11.21).

, 1=1,2, ..., m. (11. 21)
Etapa 6.
Se face clasificarea descrescatoare pentru C. i =1, 2, ..., m, rezultand clasificarea
descrescdtoare a variantelor, deci varianta optima este data de (11.22).
C, = max C’ (11. 22)
Vi optima :Vk

Exemplul nr. 11.1.

O firmd are m = 4 variante de produse noi, care implica investitii diferite, iar criteriile de
apreciere a variantelor sunt: C; = suma investita (criteriu de minim), C, = rata profitului (criteriu
de maxim ), Cz = calitatea (criteriu de maxim). Elementele problemei sunt sintetizate Tn Tabelul
nr. 11. 3.

Tabelul nr. 11. 3.
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Ci C, C, Cs
Vi [lei] [%] [Note]
Vi 200 . 10° 20 8
V> 250 . 10° 30 7
A 300 . 10° 25 9
V. 350 . 10° 32 8
Tip criteriu [max/min] min max max

Trebuie determinata varianta decizionala optima astfel:
a) monocriterial;
b) multiciterial, din punctul de vedere al celor n = 3 criterii.

Matricea consecinteloe este A.

200.10° 20 8
A=]|250.10° 30 7
300.10° 25 9
350.10° 32 8

a) monociterial
al) dupa criteriul C; :
min(200 . 10%; 250 . 10°; 300 . 10°; 350 . 10° ) = 200.10° = ay
deci varianta optima dupa criteriul C; este V1 , iar clasamentul descrescator al variantelor este:
Vi, V2,V3, V,.
a2) dupa criteriul Cy:
max(20, 30, 25, 32) =32 = as,
deci varianta optima dupa criteriul C; este V4, iar clasamentul descrescator al variantelor este:
V4, V2, V3, V1.
a3) dupa criteriul Cs:
max(8, 7,9, 8) =9 =az
deci varianta optima dupa criteriul C3 este V3, iar clasamentul descrescator al variantelor este:
V3, V1,V4, V7 sau V3, V4,V1, Vs .
b) multicriterial
Se va rezolva prin cateva metode de decizie multiatribut.
b1) Metoda maximin
Se va normaliza matricea A prin utilizarea relatiilor (11.3) si (11.4).
r;=1-200.10°/350.10°=3/7,ry =1-250.10°/350. 10° = 2/7
rs =1-300.10°/350 =1/7 ,rs =1-350.10°/350.10°=0, r,=20/32=5/8,
rpp = 30/32 = 15/16 , r3, = 25/32, ryp =32/32 =1, r3=8/9,r3=7/9,r33=9/9=1,
ry3 = 8/9.
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3/7 5/8 8/9

2/7 15/16 7/9
R=[1/7 25/32 1

0 1 8/9

max min ri; = max{min (3/7, 5/8, 8/9), min(2/7, 15/16, 7/9), min(1/7, 25/32, 1), min(0, 1, 8/9)}=
1<i<4 1<j<3

=max(3/7,2/7,1/7,0) = 3/7 = r11, deci varianta V; este optima din punctul de vedere al celor
n = 3 criterii de apreciere a variantelor (relativ optima, conform metodelor prezentate).

b2) Metoda maximax

Se va utiliza matricea normalizata R.
maxmax rij =max{max(3/7, 5/8, 8/9), max(2/7, 15/16, 7/9), max(1/7, 25/32, 1), max(0, 1, 8/9)}=
1<i<4 1<j<3

=max (8/9,15/16, 1, 1) =1 =rs3 =14y, deci variantele V3 si V4 sunt optime.

b3) Metoda ponderarii simple aditive

Se utilizeaza matricea normalizata R.

Se aleg coeficientii de importanta p; ai criteriilor C; , de exemplu: p1 = %, p2 = ¥4, ps = %,

pr+p2+tps=1

f(V)=%.3/7T+%.5/8+%.8/9 ~ 0.214 + 0.156 + 0.222 ~ 0.592

(Vo) =% .2/7T+Y.15/16 + ¥ . 7/9 ~ 0.142 + 0.234 + 0.194 ~ 0.570

f(V3)=% . U7+%.25/32+Y% .1 ~ 0.072 + 0.195 + 0.250 ~0.517

f(Vy)=%.0+%.1+%.8/9 ~ 0.250 + 0.222 ~ 0.472

max {f(Vi), i =1, 4} =0.592

Varianta optima este V.

Clasamentul variantelor : V1,V>, V3, V4.

Pentru alte valori ale coeficientilor de importantd p; ai criteriilor C; se obtine alt

clasament i alta varianta optima.

b4) Metoda Onicescu, versiunea 1.

Se determina matricile B si C.
vV, V, V,

1101

B=V, Vo V. | C= o
vV, V, -

1101

f(V) =172 +1/2%2 + 0/2° +1/2*=13/16
f(V,) = 0728 +2/2% +1/2° +0/2* = 10/16
f(Vs) =1 /21 +0/22 + 2 /22 + 0/2* = 12/16
f(Va) =1/2Y+1/2°+0/2° +1/2* = 13/16
max {f(Vi), i = 1, 4;} = 13/16 = f(V1) =f(V4),

deci variantele V1, V4 sunt optime din punctul de vedere al celor n = 3 criterii de
apreciere a variantelor (relativ optima, conform metodelor prezentate).
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b5). Metoda Onicescu, versiunea 2.

Coeficientii de importantd sunt puteri negative ale lui doi, de exemplu:
p1=1/2' pp=1/2% ps=1/2% ,

loc(V1, C1) =1, loc(V1, C) =4, loc(Vy, C3) =2,
loc(V2, C1) =2, loc(Va, C) =2, loc(V,, C3) =3,
loc(V3, C1) =3, loc(Vs, C) =3, loc(Vs, C3) =1,
loc(V4, C1) =4, loc(V4, Co) =1, loc(Vg, C3) = 2.
f(V)=1/2' .2 +1/22. 2% +1/2°.2% =21/64
f(Vo)=1/21.22+1/22.2%2+1/2%.23= 14/64
f(Va)=1/21. 2% +1/22.23+1/2%. 2 = 14/64
f(Va)=1/2". 2% +1/22. 21 +1/2%. 2% =14/64

max f(V,) = 21 /64 = (V1) , deci varianta V; este optima.

Se observa ca prin metode diferite se obtin variante optime diferite, iar acestea sunt Vi,
V3, V4, deci varianta V; se poate elimina din competitie, iar pentru cele trei ramase se poate
aplica alt algoritm de decizie multiobiectiv (metoda combinatd). Existd un anumit grad de
relativitate si subiectivism in alegerea variantei optime (relativ optime) din punctul de vedere al
celor n criterii de apreciere a variantelor. Metodele prezentate sunt programabile pe calculator.

Pentru rezolvarea problemelor de decizii multiatribut pe calculator se pot folosi programe

de firma: ELECTRE III, PROMETHEE II, SMRT (Simple Multiattribute Rating Technique),
daca firma interesata le cumpara.
Aplicatii practice se pot realiza in :

- proiectarea optima a amplasarii unui sistem de productie, cand existd mai multe variante de
amplasare, iar criterii pot fi: costul amplasarii, recuperarea investifiei, forfa de munca
disponibila, apropierea de sursele de materii prime, de piata de desfacere a produselor care se
vor fabrica, sosea, linie ferata, aspecte ale poludrii etc. ;

- proiectarea optimald a unui produs, fiind posibile o multime de variante ale produsului
dintre care trebuie selectatd varianta optima din punctul de vedere a mai multor criterii:
costuri, utilaje disponibile, concurenta, posibilitati tehnologice , service etc. ;

- proiectarea politicii de marketing a firmei;

- proiectarea variantei optime de amplasare a utilajelor intr-o sectie de productie;

- proiectarea variantei optime de sistem logistic;

- etc.

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C12-2019

11.3.3. DECIZII DE GRUP

Intr-o firma sunt unele decizii manageriale care se iau de citre un singur decident si altele
care se iau de un grup de decidenti. Decizia de grup (multiparticipant, colectivd) antreneaza un
grup de decidenti si afecteaza, in general, actiunile si interesele unei anumite colectivitati.
Deciziile importante se iau, in general, de un grup de decidenti (adunarea generala a actionarilor,
consiliul de administratie al firmei etc. ). Ratiunile organizarii unui grup de decidenti care vor
adopta decizii de grup intr-o firma tin de: traditia activitatii manageriale din cadrul firmei,
structura organizatorica si de delegare a competentelor la nivelul firmei, facilitarea comunicarii
intre persoanele implicate in rezolvarea unei situatii decizionale. Crearea unui grup de lucru nu
reprezintad garantia absoluta a adoptdrii celei mai bune decizii, aceasta depinde de nivelul
cunostintelor membrilor grupului, de posibilitatea de a acoperi un spectru cat mai larg de
probleme care pot aparea, de comportamentul lor flexibil, de experienta decidentilor din grup.
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Pentru ca grupul de decidenti sd poatd actiona intr-o manierd rationald care presupune
maximizarea utilitatii obtinute Tn urma aplicarii deciziei de grup, decidentii trebuie sa dispuna de
toate alternativele decizionale posibile si de consecintele aplicarii acestora. Gradul in care
decidentii dispun de aceste informatii depinde de caracterul informatiilor de a fi informatii
perfecte sau imperfecte, iar decidentii se pot afla in conditii de rationalitate perfecta Sau
rationalitate limitatd. In practica firmelor, decidentii trebuie s ia decizii fard si cunoasca toate
variantele pentru rezolvarea problemelor si a consecintelor lor posibile, deci trebuie sa actioneze
in cadrul unei rationalitati limitate, iar consecinta este ca nu se va lua decizia optima, ci o decizie
satisfacatoare sau suboptimald. Prin luarea unor decizii de grup si  functie de "arta" de
constituire a grupului de decidenti, se pot minimiza efectele rationalitatii limitate. Pentru luarea
deciziilor de grup trebuie sa existe persoane competente, suficient timp pentru analiza si sa se
asigure un climat favorabil in timpul dezbaterilor. Oportunitatea adoptarii deciziilor de grup
trebuie pusa in corelatie directa cu complexitatea problemei de rezolvat, cu volumul informatiilor
necesare si cu urgenta adoptarii deciziei. Alegerea celei mai bune metode pentru rezolvarea unei
probleme decizionale intr-o intreprindere prin decizii individuale (V1) sau decizii de grup (V>)
poate fi privita ca o problema de decizie multiatribut, cu cele doua variante Vi si V, prezentate,
iar criteriile pot fi: gradul de urgenta, costul participarii la adoptarea deciziilor (nu trebuie sa fie
mai mare decét avantajele care decurg din aceasta) , echilibrul intern concretizat in securitatea
subordonatilor i mentinerea autoritatii managerilor, existenta comunicatiilor suficient de
dezvoltate pentru a permite participarea efectiva la adoptarea deciziilor (sau participarea fizica a
decidentilor la locul unde se va adopta decizia de grup), pregitirea personalului pentru ca
participarea sa sa fie eficace, reglementdri legislative. Solutionarea eficientd a problemelor
decizionale de grup presupune stabilirea decidentilor, a momentului adoptarii deciziei si a
persoanelor care urmeaza sa le infaptuiasca sau sa le controleze.

Deciziile de grup in managementul firmei au cateva avantaje:

- se utilizeaza cunostintele si experienta mai multor specialisti;

- se realizeaza o mai buna informare asupra firmei;

- apar idei noi prin confruntarea diferitelor conceptii;

- acceptarea deciziei este mai mare atunci cand oamenii participd la luarea ei;

- oamenii cunosc mai bine deciziile si rationamentele care au stat la baza adoptarii lor.
Dezavantaje ale deciziilor de grup sunt: responsabilitatea deciziilor este mai diluata, consumul
de timp este mai mare decat in cazul deciziilor individuale, deci sunt mai costisitoare, riscul
aparitiei unui sugrup al grupului de decidenti care sa exercite o anumita presiune.

La nivelul unui grup de decizie, cerintele de rationalitate sunt mai complexe si Th acest sens
J. K. Arrow a definit un sistem de cinci conditii (ipoteze, axiome).

Conditia 1. Universalitatea.

Metoda de decizie de grup trebuie sa fie aplicabila mulfimii tuturor variantelor posibile.
Conditia 2. Izotonia.

Dacd o anumita variantd urca pe scara preferintelor fiecarui individ, atunci ea trebuie sa
urce pe scara preferintelor grupului.

Conditia 3. Independenta.

Daca decizia se refera la n alternative posibile, clasamentul facut de un grup nu trebuie
modificat prin luarea in considerare a unei noi variante.

Conditia 4. Suveranitatea.

Regula dupa care se extrage decizia de grup nu trebuie sd fie independentd de opiniile
individuale, ci trebuie sa depinda direct de acesta.

Conditia 5.

Decizia de grup nu trebuie sa fie identica cu opinia unui anumit membru al grupului, fara
a {ine seama de opiniile celorlalti. Deci, alegerea globala nu este dictatoriala.

Se observd cd axioma 4 elimina posibilitatea existentei unui dictator extern, iar
axioma 5 elimind posibilitatea existentei unui dictator intern. Utilizdnd aceste cinci
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conditii, Arrow demonstreaza cd nu existd nici o metodd de decizie de grup care sa
satisfaca cele cinci conditii de rationalitate enuntate si care sd ducad intotdeauna la o
solutie corectd cand numarul decidentilor este mai mare sau egal cu 2, iar numarul
alternativelor este mai mare decat 2. Acest rezultat este numit paradoxul lui Arrow. O
metoda de iesire din impas constad in renuntarea la conditia a 3-a a lui Arrow, rezultand
posibilitatea introducerii de utilitdfi aditive interpersonale. O altd metoda consta in
determinarea unui leader al alternativelor (variantelor) , fard a mai cauta ordonarea
completa a tuturor alternativelor. Diferenta intre decizia luata de un singur decident si
decizia luata de mai multi decidenti cuprinde aspectele:

- valoarea atribuitd de fiecare decident fiecarei variante variazd de la decident la
decident; -- informatia cu ajutorul careia fiecare decident ia decizia, poate diferi de la
decident la decident;

- existd mai multe criterii pe baza carora decidentii apreciaza variantele.

Problema deciziilor multicriteriale de grup are structura:

- multime de h decidenti: D= { Dy, D>, ..., Dh };

o multime de m variante: V={ V1, V2, .., Vn }

- omultimedencriterii: C={Cy,Cy,.., Ci}

- fiecare varianta V; este apreciatd de fiecare decident Dy in functie de criteriul C; prin
valorile aj, 1=1,2,...,m;j=1,2,..,n;k=1,2, ..., h;

- fiecdrui criteriu din C, i se da un coeficient de importantd, prin multimea:
P={p1,p2,., Pn }care pot fi numere reale sau din intervalul [0, 1] ,i=1, 2, ..., m;
j=1,2,...,mk=12,..h;

Trebuie detrminatd varianta cea mai buna in functic de toti decidentii si toate
criteriile.Rezolvarea problemei de decizii multicriteriale de grup se face prin adaptarea
metodelor multiatribut cu un singur decident.
Metoda minimizarii distantei Hamming

O posibilitate de rezolvare a problemei deciziilor multiatribut de grup constd in
minimizarea distantei Hamming de la fiecare varianta Vi la o varianta ideald Vigea Care are
utilitatea 1 dupa fiecare criteriu. Utilitatea se calculeaza cu relatiile (10) , (11). Se va considera
utilitatea in sens von Neumann — Morgestern. Matricea consecintelor A contine date neomogene,
se transforma in matricea utilitate U prin interpolare liniara.

A = (aij) , i=1,2,...m;j=1,2,...,n; k=12, ..., h; (6)

U=(uje) , 1=12,..m;j=12,..,n; k=12, ..h; (7)

Se determina utilitatea uj @ variantei Vj, dupa criteriul C; pentru decidentul Dy prin relatia
liniara (8).

Uijk = U(aijk ) = P . aij + Q (8)
P si Q se determina prin interpolare liniard, stiind cd pentru decidentul Dy si dupa criteriul C;
utilitatea maxima este egald cu 1 pentru cea mai avantajoasd varianta, respectiv utilitatea minima
este egald cu 0 pentru cea mai dezavantajoasa variantd, k=1,2, .., h; j=1,2, ...,n.

Se noteaza:
8ijkmax = Max ajjk ()]
1 S i S m

Aijkmin = MIN Ak
1 < i <m
Sunt doua situatii posibile.
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1. Daca criteriul CJ. se optimizeaza prin maxim, atunci rezulta (10).

Qijk - @jjkmin
Uik = (10)
Qijkmax ~ Qijkmin
2. Daca criteriul Cj se optimizeaza prin minim, atunci rezulta relatia (11).

Qjjk - Ajjkmax
Uik = (11)

Qijjkmin = Qjjkmax

d(VI ’ Videal ) = f(VI) ] i= 1525-"5 m (12)
n h

f (V.) = ZZ‘l_uijk‘
j=1 k=1 , (13)

Se calculeaza (14):
f(v), i=1,2,...,m (14)

cu relatia (13) si varianta optima cu relatiile (15).
min f (V,)

f(Vg) = <i=m (15)
Voptima = Vs
Metoda maximizarii utilitdtii totale

O altd metoda de rezolvare a problemelor de decizie multiatribut de grup este prin
metoda maximizarii utilitatii totale
Matricea consecintelor A = (ajjk ) se transforma in matricea utilitate U = (ujk ), 1=1, 2, ..., m;
1=1,2,...,nk=1,2,...,h.

Se calculeaza:

V=SS u, L i=1m (16)

k=1 j=1
f(Vs) = max {f(Vi), i =1, m}
Voptima =V

Exemplul nr. 11.2.

Problema de decizii multiatribut de grup.

Pentru lansarea unui produs pe piata sunt m = 4 variante decizionale V; , V,,V3,V, ,n=3
criterii de apreciere a variantelor C, , C, , Cs3, sunt criterii de maxim (s-au dat note) si h = 3
decidenti (egali) D1, D, , D3 ..

Matricea consecintelor este A = (aj ) ,1=1,4;j=13;k=13;

ajjk - reprezintd aprecierea variantei V; prin criteriul C; de cétre decidentul Dy , 1 =1,4 ;) =1,3;
k=1,3;
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Pentru k = 1 matricea consecintelor A este data de matricea bidimensionala A; , pentru k = 2 de
matricea bidimensionald A; si pentru k = 3 de matricea bidimensionala As.

Ar = (by) = (@ijz), A2=(cij) = (ai2) , Az =(dy) =(ays) i=1,4;j=13,;

Matricea Ay este a decidentului Dy , k=1, 2, 3.

10 2 8 8
|5 7 7|, A=|1
AT e 5 s

8 4 6 10

0w

7

5
8

Ay

5
7
8

9

PN W

4

10

9
8

5

Trebuie determinatd varianta optima a problemei de decizie multiatribut de grup, deci din
punctul de vedere al celor h = 3 decidenti si n = 3 criterii de apreciere a variantelor. Se va rezolva

prin doua metode.

a) Rezolvare prin minimizarea distantei Hamming

Matricea consecintelor A = (ajjk ) se transforma in matricea utilitate U = (ujjc ), 1=1,4;

j=13; k=13

Pentru k = 1 matricea utilitate U este datd de matricea bidimensionalda U' ' pentru k = 2 de
matricea bidimensionala U? si pentru k = 3 de matricea bidimensionald U* ; pentru criteriile C,
, C2 51 C3 care sunt de maxim, 1= 1,4;j=1, 3; se utilizeaza relatiile (10), deci:

a;, —a

ij ijlmin
Ui, =
a'ijlmax - aijlmin
a'ij2 - aij2min
Ui, =
aijZmax - aij2min
aij3 - a'ij3min
Ujjs =
aij3max - aijSmin

, 1=1,4;j=3. Se calculeaza coloanele matricilor ut Ui US.

=1

U" = (t) = (i), U* = (vi) = (i) , U = (wig) = (i) , 1=14;j=3.
Se calculeaza pe coloane pentru fiecare decident.
De exemplu,
tyy = Upyg = Q111 ~ Rig1min — 10-3
ittmax — Qit1min 10-3
t21 =Wy = Q511 — Qigamin — 5-3
it1max ~ Si11min 10-3
1 0 1 1/3 0
U'=|2/7 5/7 2/3|, U’=| 0 1 1/5
0 1 0 213 1/2
5/7 2/7 1/3 1 0 3/5

3 3

fvy=> > f-uy| ,i=1,4;

k=1 j=1

219

2
7

0 2/3 1
Us=[1/2 1/3 4/5| (17)
3/4 0 3/5
1 1 o0



(V) = (L-4+p-0+21-1)+ (1-1/3+1-0+p-1)+ (1-0+1-2/3+1-1) =4 f(V,)=
(L-2/7|+p-5/7|+p-2/3)+ (- 0+ -1+ -21/5)+ (1-1/2 +p-1/3 +1-4/5) = = 4.5
f(Vs) = (1-0/+p-1+p-0)+ (1-2/3+1-1/2+p-0)+ (1-3/4+1-0+1-3/5) =
=5.68

f(Vy) = (-5/7]+L-2/7+p-1/3)+ (1-1+p-0+p-3/5)+ (1-1+p-1y+p-0) =
—4.04

min {f(V;),1=1,4} =min {4;4.5;5.68;4.04} =4=1£(V))

Varianta optima este V; .

b) Rezolvare prin metoda maximizarii utilitatii totale

Matricea consecintelor A = (ajjx ) se transforma in matricea utilitate U = (ujj ) , 1 =1, 2,
3,4;j=1,2,3;k=1,2,3; fiind data de matricile U* , U, U® din relatia (17).

Se calculeaza:

3 3
f(Vl) = Zzuuk ’ I = 1a 2a 3a 4;
k=1 j=1
f(Vs) =max { f(V;),1=1, 2, 3,4}
Voptima =V;

Deci:

f(V)=(1+0+1)+(1/3+0+1)+(0+2/3+1)=5

f(V2) = (217 +5/7+2/3) + (0 + 1+ 1/5) + (1/2 + 1/3 + 4/5) = 4.5
f(V3)=(0+1+0)+(3/4+0+3/5)+ (2/3+Y%+0)=351
f(Vy)=(B/7T+2[7T+13)+(1+0+3/5)+(1L+1+0)=47

max {f(Vi),i=1,4} = max {5;4.5;3.51;4.7}=5=1(Vy)
Voptima = V1

Varianta optima este V; .

11. 3.4. Sisteme Suport pentru Decizii — SSD (Decision Support System — DSS)

Decidentul uman are anumite limite (limite cognitive, limite de timp, restrictii
economice, limite legate de rutind, restrictii de implementare a deciziilor, limite si restrictii de
comunicare sau colaborare intre participantii la elaborarea si adoptarea deciziilor) care justifica
asistarea de calculator a deciziilor.

Limitele cognitive ale decidentului se refera la capacitatea unei persoane (decidentul) de a
acumula, prelucra si crea informatii sau cunostinte, dar nimeni nu este capabil sa stie sd rezolve
orice problema. Decidentul poate sa isi mareasca cunostintele Intre anumite limite sau sa apeleze
la asistenti decizionali sau experti (consultanti) externi, formand echipe decizionale ierarhice
pentru elaborarea deciziei, dar adoptarea deciziei respective si responsabilitatea apartin
decidentului. Limitele de timp se refera la calitatea deciziilor elaborate si adoptate intr-un interval
de timp limitat. Restrictiile economice se refera la costurile apelarii la asistentii decizionali si la
experti externi. Limitele legate de rutina indica posibilitatea ca decidentul sa refoloseasca, partial
sau total, solutii adoptate mai Tnainte, existand frica de schimbare si de esec.
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Restrictiile de implementare a deciziilor se refera la modul de acceptare a deciziei de
catre cei care trebuie sa aplice deciziile, sa le implementeze, dar si la rationalitatea si claritatea
deciziei. Limitele §i restrictiile de comunicare sau colaborare intre participantii la elaborarea si
adoptarea deciziilor se refera la deciziile multiparticipant din clasele deciziilor ierarhice si cele
ale grupurilor de omologi, precum si la contributia asistentilor decizionali la elaborarea deciziei,
dar si responsabilitatea tuturor participantgilor.

Se pot utiliza sisteme informatice specializate in luarea deciziilor:
- SSD - Sisteme Suport pentru Decizii pentru deciziile individuale;

- SSDG - Sisteme Suport pentru Decizii de Grup pentru deciziile multiparticipant (de grup),
rezultand o 1nalta calitate si eficientd a procesului decizional.

Nu exista o definitie unanim acceptata a SSD. Definitiile SSD sunt date din diverse
perspective: tipul de probleme, obiectivele urmarite, functiile realizate, tipul de interfatd cu
utilizatorul, modul de construire a sistemului informatic, componentele sistemului informatic,
modul de folosire a sistemului informatic.

Definitie 1. SSD este un sistem informatic care ajuta la elaborarea deciziilor nestructurate
si semistructurate.

Definitie 2. SSD este un sistem informatic care ajuta utilizatorul sa ia decizii eficiente in
probleme prost structurate.

Desi nu existd o definitie unanim acceptata a SSD, existd o multime de sase
caracteristici de baza ale SSD acceptate de toti:

- un SSD nu are menirea sd se substituie decidentului final, care adoptd o solutie si aproba
executia sa, SSD — ul avand doar rolul de a sprijini (suport) activitatile de elaborare a
deciziei;

- problemele decizionale ce se pot rezolva cu un SSD nu sunt banale, nu se rezolva prin
metode simple si nu pot fi structurate suficient de bine pentru a fi rezolvate cu alte sisteme
informatice;

- se doreste ca un SSD sa sprijine toate sau aproape toate fazele fazele procesului decizional si
sa fie aplicabil unor tipuri diferite de decizii;

- utilizatorii unui SSD nu sunt doar managerii de varf, ci pot fi si cei de la nivelurile mai de
jos ale firmei (organizatiei);

- datele si informatiile continute intr-un SSD pot proveni din surse diferite, interne sau externe
firmei (organizatiei), iar bazele de date utilizate pot fi de diverse dimensiuni; intre SSD si
utilizator exista o interfata prietenoasd, iar volumul mesajelor este relativ redus;

- se pune accentul pe cresterea productivitdtii muncii decidentului, pe cresterea calitatii
deciziilor, a aplicabilitdtii si oportunitatii acestora, scaderea costurilor elaborarii deciziilor.

Etc.

11. 4. DECIZI11 iN CONDITII DE RISC
11. 4.1. TEORIA UTILITATII IN PROCESUL DECIZIONAL

Daca doud rezultate ale unui experiment aleator, realizabile cu anumite probabilitati,
furnizeaza cantitati de informatie egale, se pune intrebarea daca sunt la fel de importante sau de
la fel daca sunt n rezultate posibile ale unui experiment, iar cuantificarea se poate realiza
utilizand conceptul de utilitate. Utilitatea este o unitate de masurd care realizeazd numitorul
comun al consecintelor multidimensionale in optimizarea deciziilor.

Notiunea de utilitate se utilizeazd In teoria jocurilor strategice si in optimizarea deciziilor.

John von Neumann si Oskar Morgestern au formulat un sistem de axiome referitor la
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utilitate. Utilitatea a fost conceputad ca o masurd a preferintei fatd de un rezultat sau altul al unui
experiment oarecare, sau fata de un experiment.

Se considera un camp de probabilitate finit { Q, K, P } care poate descrie un experiment
aleator cu un numar finit de rezultate. Pe K se defineste o relatie de preferinta, notata , astfel: A
A, care se citeste A; este preferat lui A; .

Daca A; A, si Ay Arp, atunci se scrie Ay Ay si se citeste Ap si A, sunt egal preferabile
sau egal nepreferabile (indiferente).
Se numeste utilitate (functie utilitate) in sensul axiomelor von Neumann- Morgestern orice
functie
u:K R

care are proprietatile:

e A Bdacasinumaidaca u(A)>u(B);

e u(pA;1-p,Bl)=p.u(A)+(1-p).u(B) (11.23)

O proprietate a utilitatii este urmatoarea:
daca u este o utilitate, atunci

uy=a.u+b, (11. 25)

a>0,b>0, este de asemenea o utilitate. (criteriile trebuie sa fie independente)

In practica utilitatile se determind pornind de la doua utilitati cunoscute, apoi celelalte se
determind prin interpolare. Se atribuie valoarea utilititii u = 1 variantei optime si valoarea u = 0
variantei pesime (nonoptime, cea mai slabd) pentru acelasi criteriu C; , eliminandu-se astfel
inconsecventa metodei utilitatii datorate proprietatii de aditivitate, care a fost criticatd de unii
autori.

Utilitatea este Tntr-un anumit grad subiectiva, deoarece preferintele variaza de la un
individ la altul si chiar pentru un acelasi individ pot fi variatii de la un moment la altul.

11. 4. 2. DECIZII iN CONDITII DE RISC

Daca se considera un proces decizional in care sunt :
- mai multe stari de conditii obiective: N1, Ny, . . ., Ny si se cunosc probabilitatile de

realizare a fiecareia: p1, P2, . . ., Pr:

> pk=1, pc 20;

k=1

multimea variantelor: V={ Vi, Vo, ..., Vn};
multimea criteriilor de evaluare a variantelor din multimea V:
C:{Cl,cz,...,Cn},
vom avea decizii in conditii de risc si trebuie determinata varianta optima din punctul de
vedere al celor n criterii de apreciere a variantelor.

Matricea consecintelor este:
A=(ik), 1=1,2,...,m; j=1,2,...,n; k=1,2,...,1;

unde: ajj - reprezinta evaluarea variantei V; prin criteriul C; in starea naturii Ny care are
probabilitatea de realizare py .
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A) Determinarea utilitatii prin interpolare liniara

Se noteazd cu U = (Ujjk) matricea utilitatilor.

Se determina utilitatea Uj; prin relatia liniara:
Uijk = U(aijk) =A . ajjx + B, (11. 28)
A si B se determind prin interpolare liniard, stiind utilitatea maxima egald cu 1 si utilitatea
minima egald cu 0 .
Se noteaza: Aijkmax = MaX aijk
1<i<m

Qijlkmin = MIN ajji
1<i<m

1. dacd criteriul C; se optimizeaza prin maxim, atunci:

A.aijkmax + B = l (11.29)
A -Aijkmin T B=0
iar A si B se determina rezolvand sistemul din relatiile (11.29).

1
A=
dijkmax = @ijkmin
(11. 30)
= dijkmin
B=
dijkmax = @ijkmin
Aijk - Aijkmin
rezulta Ujk =A.ajk+B =——— (11.31)
Aijkmax = Qijkmin
2. daca criteriul C; se optimizeazd prin minim, atunci :
A &jmin T B=1 (11. 32)
A &jmax TB=0
iar A si B se obtin din sistemul de ecuatii (11.32).
1
A=
Aijkmin - dijkmax
(11. 33)
= dijkmax
B=
Aijkmin - dijkmax
Qijjk - Aijkmax
se obtine Uijk = (11. 34)

dijkmin - Qijkmax
223



Rezultd cd la modul general, utilitatea Ujjk se calculeazd, indiferent daca criteriul C;
este de maxim sau de minim, cu relatia:
dijk - Qijkpesim
Uijk = (11. 35)

Qjjkoptim = Qijkpesim
unde:
alijkoptim = OPtim &, optim e{ max, min };
1<i<m

Alijkpesim = PESIM &, pesim = non optim.
1<i<m

B)_Determinarea utilitatii sinteza
Se calculeaza utilitatea sinteza a variantei V;j in starea naturii Ny , Uik , obtinandu-se

matricea utilitatilor totale (sinteza) Us :

Uik:Z Uijk ,i:1,2,...,m;k:1,2,...,r; (11.38)
j=1

Us=(Uk),i=12,...,m k=1,2,...,r1.
C) Detereminarea deciziei optime in conditii de risc

Pentru fiecare stare de conditii se estimeaza utilitatile (prin interpolare) , determinandu-se
utilitatile consecintelor date de matricea U cu (11.31) si (11.34), precum si utilitatea sinteza a
starii naturii respective, data de matricea Us.

A=(ay)
U=(Uy)
Us=(U,) .

i=1,2,...,m; j=1,2,...,n, k=1,2,...,1;
U= D, Uijk (11. 39)
j=1

unde: Ui - reprezintd utilitatea sinteza a variantei V; in starea de conditii obiective N,
i=1,2,..., mk=1,2,.,r.

Varianta optima se obtine pe baza relatiei (11.40).

Uio=max(). Uik.p«,i=1,2,..,m) (11. 40)
k=1
Vioptima = Vio

O alta metoda de rezolvare a problemei deciziilor in conditii de risc este metoda arborelui
de decizie, care se bazeaza pe reprezentarea grafica a problemei printr-un arbore de decizie,
fiecare variantd si stare a naturii se reprezinta printr-0 ramura a arborelui de decizie.

Exemplul nr. 11.3.
Problema de decizii in conditii de risc.

Sunt doua stari ale naturii, N; si Ny, realizabile cu probabilitatile p; =0.9 sip, = 0.1
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Pentru lansarea unui produs pe piatd sunt m = 4 variante decizionale V;, V2, V3, Vs sin=3
criterii de apreciere a variantelor C; , C, de maxim si C3 de minim.

Matricea consecintelor este A = (ajj ) ,1=1,2,3,4;]=1,2,3;k=1, 2;

ajjk - reprezintd aprecierea variantei V; prin criteriul C; in starea naturii Ny, 1=1,2,3,4;j=1, 2,
3; k=1, 2;

Pentru k = 1 matricea consecintelor A este data de matricea bidimensionald Aj si pentru k =2 de
matricea bidimensionald A, .

A1 = (bij) = (aijl) , Az = (Cij) = (aijz) , i= 1, 2, 3, 4 ;j = 1, 2, 3;

8 90 1 9 70 2

7 80 3 8 60 4

A=/10 70 4| , A,=|7 50 5

9 100 2 10 80 3
Matricea consecintelor A = (ajjx ) se transforma in matricea utilitate U = (uj ), 1 =1, 2, 3, 4 ;
j=1,2,3;k=1,2. Pentru k = 1 matricea utilitate U este data de matricea bidimensionala Ut si
pentru k =2 de matricea bidimensionala u? ; pentru criteriile C; si C; de maxim, i=1,2,3,4

;] =1,2; se utilizeaza relatiile (11.31), pe care le reluam, deci:

a;; —a

ijlmin
Ui =
aijlmax - aijlmin
_ aij2 _aij2min
Ui, =
aij2max - aij2mir1

Pentru citeriul C3 de minim se utilizeaza (11.34), deci:

a‘ij1 - a'ijlmax
U, =
aijlmin - aijlaxn
aij2 - aijZmax
Ui, =
aij2min - aijZaxn

, 1=1,2,3,4;j=1,2, 3. Se calculeaza coloanele matricilor ut si U,
U = (t) = (uip) , U= (vi) = (uip) , 1=12,3,4;j=1,2,3.

U _8-7 _l_u _7—7_9_0_u _10—7_§_1_u _9-7_2
*10-7 37 % o10-7 3 M 10-7 3 7T M 10-7 03
90-70 20 2 | 80-70 10 1 . 70-70 O
Uy = —"———-=_~-=+ v Uy = ———=_——=_ ) Uppy = ———-=_-=U,;
100-70 30 3 100-70 30 3 100-70 30
100-70 30
Ugpr = - =0 =
100-70 30
U _1—4_1_u _3—4_1_u _4—4_0_u _2-4 2
181714 PR T T Ty T T
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Se calculeaza matricea sinteza Us cu relatia (11.38).
Uip =Upg + U + U131 =1/3 +2/3+41=2

Upp =Uip + Ui + U132 =2/3 +2/3+1=7/3

Ui = Uz + Uppn + U =0 +1/3+1/3 =2/3

Up =Up+ U+ U =1/3 +1/3+1/3=3/3=1
Usi =Usii +Usp +Ugyn =1 +0+0 =1

Usz =Usi2 + U3 + Uz, =0 +0+0=0

Ugr = Ugg1 + Ugpn + Uy3n =2/3 +1+2/3 =7/3

Ugp = Usgp + Uspp + Ugzp =1 +1+2/3= 8/3

C
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Se utilizeaza relatia (11.40).

Max[(0.9.2 + 0.1 .7/3),(09 .2/3 +0.1 .1),(09 .1+0.1 .0),(0.9 .7/3 +0.1 .8/3)] =
max (2.03;0.7 ;0.9 ;2.36) =2.36

Rezulta varianta V4 optima.

11. 5. DECIZII iN CONDITII DE INCERTITUDINE

Conditiile de incertitudine presupun ca nu se cunosc probabilitdtile de realizare a starilor
de conditii obiective, iar valoarea consecintelor depinde de actiunea unor factori imprevizibili.

Incertitudinea in procesul decizional este generata de diverse surse, care pot fi grupate, in
doua categorii principale:
- natura aleatoare a factorilor de mediu;
- aproximarea grosiera a evolutiei comportamentului fenomenului, ca urmare a omisiunii
unor factori importan{i de influentd, a stabilirii incorecte a dependentei dintre
elementele procesului analizat si factorii care le determina.

Lipsa informatiilor necesita adoptarea deciziilor Tn conditii de incertitudine si in acest caz
factorii psihologici au un rol important, ceea ce duce la dependenta deciziei de principiile si
rationamentele subiective ale decidentilor. Desi factorii subiectivi joacd un rol important in
adoptarea deciziei in conditii de incertitudine, totusi trebuie utilizate metodele consacrate de
optimizare a deciziilor pentru ca decizia sa fie fundamentata si rationala.
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Se considera un proces decizional in conditii de incertitudine caracterizat de:

e sunt mai multe stari ale naturii:
{N, N, ...,N};

- sunt date m variante decizionale:
V={V1,V2 ....Vm};

e sunt n criterii de evaluare a variantelor:
c={C,C,...,C.};
e matricea consecintelor A :
A:(aijk) A=12,...,m; j=1,2,...,n; k=1,2,...r;
unde: ajji - reprezinta evaluarea variantei V; prin criteriul C; in starea naturii N,
i=1,2,...,m; j=12,...,n; k=1,2,...,r.
Matricea consecintelor A se transforma in matricea utilitate U cu relatiile (11.31) si
(11.34).
U=(uj),i=1,2,...,m; j=1,2,...,n k=1,2,...,1;

in care u;, reprezinta utilitatea variantei Vj evaluata prin criteriul C; Tn starea naturii N .
Se calculeaza utilitatea sinteza a variantei V; in starea naturii Ni , Ujx , obtinandu-se matricea
utilitatilor totale (sinteza) Us :

n

Uik:z Uijk ,i:1,2,...,m;k:1,2,...,r;

j=1

US=(Uik),i:1,2,...,m; k:1,2,...,l’.
Se vor prezenta metode de rezolvare a problemei de decizie Tn conditii de incertitudine.

1.Regula prudentei sau pesimista( Abraham WALD ) :

Uio, ko = max min U;, (11. 41)
1 <i<m 1<k<r

Vioptima = Vio
sau altd varianta, 1', din relatia (11.42) :
1'. Requla superprudentei:

Uio, ko = min min U, (11. 42)
1 <i<m 1<k<r

Vioptima = ViO

2.Requla optimista (Leonid Hurwicz ):

Uio ko =max ( p1.max Ui + p2 . min Ui )
1<i<m <k<r 1<k<r

(11. 43)

Vioptima = Vio
unde: p1+p2=1,p1,p2 €[0;1],p1>p2
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p1 - este probabilitatea optimista de atingere a utilitatilor sinteza Uy maxime, deci
probabilitatea de aparitie a starii de conditii cele mai favorabile;
p, - este probabilitatea pesimista de atingere a utilitatii sinteza Ujx minime, respectiv de
aparitie a starii de conditii cele mai nefavorabile.
Alta varianta, regula superoptimista,2', din relatia (11.44):

2'. Requla superoptimista:

se iau valorile:
p1 =1, p2 =0 inregula optimista, relatia (11.43), rezultand:

Uio, ko = max max Uik (11. 44)
1<i<m 1<k<r

Vioptima = Vio

3. Requla echilibrului ( Bayes — Laplace, metoda sperantei matematice ):
3.1. Criteriul lui Laplace.

Starile de conditii obiective sunt considerate echiprobabile.

Uo=maxr™ > U, (11. 45)
k=1
1<i<m
Vioptima = Vio

3.2. Criteriul lui Bayes.

Se utilizeaza probabilitatile aparitiei diferitelor stari ale naturii.

Uio = maxZUik - Pk (11. 46)

k=1
1<i<m

Vioptima = Vio

4. Requla regretelor ( Leonard Savage ):

Decizia se adopta avand la baza diferentele dintre rezultatul maxim ce s-ar putea obtine
prin manifestarea unei anumite stari a naturii si rezultatele corespunzétoare celorlalte variante de

actiune in cazul manifestarii aceleiasi stari a naturii, iar aceste diferente sunt numite de L. Savage
regrete.

se determina matricea regretelor R:

rik = max Uik - Uik, i= 1, 2, ..., Mg k= 1,2,... , I, (ll. 47)
1<i<m

R=(rk) ,i=1,2,...,m k=1,2,...1;
varianta optima Vigpima €Ste data de relatia (11.48).

Fio, ko = MIN Max ik (11. 48)
1<i<m 1<k<r

Vioptima = Vio
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5. Metoda combinata

Rezolvarea problemei de decizie Tn conditii de incertitudine prin diverse metode duce la
diferite variante optime, Tn general diferite de la o metoda la alta, deci metodele de decizie sunt
incompatibile. Se impune gasirea unei modalitati de a decide, alta decat aplicarea unei metode
din cele tratate in acest paragraf, iar solutionarea se poate obtine prin aplicarea mai multor
metode Tntr-o anumita succesiune de etape, numitd metoda combinata.

Etapele metodei combinate sunt:

1. se elimina riscurile inacceptabile prin utilizarea mai multor metode din acest paragraf
(metodele 1- 4), inlaturand variantele care duc la riscuri inacceptabile;

2. dupa ce s-au climinat variantele inacceptabile, se aplicd metoda Bayes-Laplace (sperantei
matematice, echilibrului), rezultand varianta optima, aldturi de care se retin urmatoarele
cateva variante din clasamentul descrescator al variantelor;

3. variantelor selectionate Tn etapa 2 li se va aplica metoda max-max, rezultand in final varianta
optima.

Exemplul nr. 11.4.

Problema de decizii in conditii de incertitudine. Se reia exemplul nr. 11.3 1in conditii de
incertitudine.

Sunt doua stari ale naturii, N3 si N2 , nu se cunosc probabilitatile de realizare (aparitie) a
acestor stari. Pentru lansarea unui produs pe piata sunt m = 4 variante decizionale V;, V,, V3,
V4 sin =3 criterii de apreciere a variantelor C; , C, de maxim si C3 de minim.

Matricea consecintelor este A = (aj ) ,i=14;j=13; k=12,
ajjk reprezinta aprecierea variantei V; prin criteriul C; in starea naturii Ny, i =1,4;j=1,3; k=1,2;

Pentru k = 1 matricea consecintelor A este data de matricea bidimensionald Aj si pentru k =2 de
matricea bidimensionala A, .

A= (a51) , Ax=(aip) ,1=14;j=13;

8 90 1 9 70 2
7 80 3 8 60 4
A=/10 70 4| , A,=|7 50 5
9 100 2 10 80 3
Matricea consecintelor A = (ajjx ) se transforma in matricea utilitate U = (uj ), i1 =1, 2, 3, 4 ;

1=1,2,3; k=1,2. Se reiau calculele din exemplul nr. 11.2 pentru calculul utilitatilor. Pentru k =
1 matricea utilitate U este datd de matricea bidimensionald U' si pentru k = 2 de matricea
bidimensionald U .

Ui =(uijp) , Ua=(uijo) ,1=1,2,3,4;)=1,2,3;
Pentru criteriile C; si C, de maxim, i=1,2,3,4; j=1,2; se utilizeaza relatiile (11.31), deci:

a;; —a

ij ijlmin
Ui =
aijlmax - aijlmin
aij2 - aij2min
Ui, =
aij2max - aij2mir1
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Pentru citeriul C3 de minim se utilizeaza (11.34), deci:

_ a‘ijl - a'ijlmax
Ui =
aijlmin - aijlaxn
a;, — . .
uijz _ ij2 ij 2 max , 0= _‘]_’ 2’ 3’ 4 V)= 3.
a —a

ij2min ij2axn

U = (t) = (Uin) , U= (vi) = (Uip) , 1=1,2,3,4;j=3.

Se calculeaza coloanele matricilor Ut si U? |

, .87 1., _7-7_0_, _10-7 3 . _9-7_2
*o10-7 37 % 10-7 3 7 M 10-7 3 7T Y™ 10-7 03
90-70 20 2 | 80-70 10 1 _ 70-70 0
Upy=————~=-—~=7 Uy = ~an o , Uspy = ~an U
100-70 30 3 100-70 30 3 100—-70 30
100—-70 30
Uppr = 2 = o =
100—-70 30
y iAo, 841 o 4-4 o 2-4 2
131 1_4 ’ 231 1_4 3 ! 331 1_ ! 431 1_ 3
2 2 2
1 — 1 - = 1
3} L 1L
0= 3 - =03
3 3 3
Ut =/1 0 0|, U*=/0 00
2,2 11 2
3 3 3

Se calculeaza matricea sinteza Us cu relatia (11.38).
U = U1 + Ui + U1 =1/3 +2/3+1=2

Upp =Uipp + Ui + Ug3o=2/3 +2/3+1=7/3

Ui = Uz + Ugp + U =0 +1/3+1/3 =2/3

Uy =Up+Upp + U =1/3 +1/3+1/3=3/3=1
Usi =Usip + Usn + U333 =1 +0+0 =1

Usz = Uzip + U3 + U3, =0 +0+0=0

Ugr = Usgg1 + Ugpn + U1 =2/3 +1+2/3 =7/3
U= U+ Ugp +Ugzo=1 +1+2/3= 8/3
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Se va rezolva prin mai multe metode.

1. Regula prudentei sau pesimista ( Abraham WALD )

Se utilizeaza relatia (11. 41).

Ui ko =max min U, = i i ' ' =
i0, k0 max N i, max [min ( 2, 7/3), min(2/3, 1), min(1, 0), min(7/3, 8/3)]

= max(2, 2/3, 0, 7/3) =7/3= Ua
Voptima =V,

1'. Regula superprudentei

Se utilizeaza relatia (11. 42).

Uio,ko =min min U, = mi i i i i =
i0, k0 0 I 2 min [min ( 2, 7/3), min(2/3, 1), min(1, 0), min(7/3, 8/3)]

=min(2, 2/3, 0, 7/3) = 0 = Ug,
Voptima =V3
2'. Regula superoptimista
In regula optimista se utilizeaza relatia (11.44), rezultand:

Uio, ko =1Tc’ﬁ<2 max Uy, = max [max ( 2, 7/3), max(2/3, 1), max(1, 0), max(7/3, 8/3)] =
|

=max(7/3,1,1,8/3) =8/3=Uy,
Voptima = V4
3.Regula echilibrului ( Bayes — Laplace, metoda sperantei matematice)
Starile de conditii obiective sunt considerate echiprobabile, se utilizeaza relatia (11.45).
Uio=maxr ™ Zr:Uik = max {( 2+ 7/3)/2, (213 + 1)/2, (1 + 0)/2, (713 + 8/3)/2} =
1<i<4 -

= max (13/6, 5/6, Y2, 15/6) = 15/6 = Uy
Voptima = Va4

4. Regula regretelor ( Leonard Savage )

Se utilizeaza relafiile (11. 47) si (11. 48).
se determina matricea regretelor R cu (11. 47).
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Ik = Max Uik - Uik , i= 1, 4; k= 1,2;
1<i<4

Se calculeaza coloana 1, apoi coloana 2.

rip=max Ui -Up=max(2,2/3,1,7/3)-2=7/3-2=1/3
1<i<4

e =max Uiy - U =max(2,2/3,1,7/3)-2/3=7/3-2/3=5/3
1<iL4

31 = 7/13-1=4/3
l41 = 713-7/3=0

ri, =max Ui, - Upp=max(7/3,1,0,8/3)-7/3=8/3-7/3=1/3
1<iL4

r, =8/3-1=5/3
rs; =8/3-0=28/3
rs, =8/3-8/3=0
Matricea regretelor R:

1/3 1/3
5/3 5/3

R=14/3 8/3
0 0

lo, ko = MiN max rix = min [max(1/3, 1/3), max(5/3, 5/3), max(4/3, 8/3), max(0, 0)] =
1<i<41<k<2

=min ( 1/3, 5/3, 8/3, O) =0= l41 = Ig2
Voptima = V4
11. 6. DECIZII FUZZY

Tn cursurile precedente s-au prezentat metode de optimizare a deciziilor, in care s-a pornit
de la ipoteza ca fiecare variantd este apreciatd dupa fiecare criteriu printr-o valoare cunoscuta si
unica. Este posibil ca in multe probleme practice informatia de care dispune un decident sa fie
vaga, incertd, imprecisa, deci este fuzzy. Imprecizia poate apdrea datoritd complexitatii
Daca X este o multime nevidd, atunci multimea fuzzy A in X este o multime de perechi
ordonate
A={(X, ua(X) IxeX} iar ua (X) este numita functie de apartenentd a elementului x la A ,

u:X->M
, M fiind spatiul de apartenenta .

Daca M contine numai doud elemente 0 si 1, mulfimea A este non-fuzzy, deci clasica, cu
1 (X) identica cu functia caracteristica a multimii non-fuzzy. Tn deciziile fuzzy aprecierea unei
variante V; in raport cu un criteriu C; nu se face printr-un numar real, ci printr-un numar fuzzy,
care este un interval al axei reale care este gandit ca si o multime fuzzy, avand o functie de
apartenenta g .

Se considera decizii multicriteriale fuzzy, in care se cunosc:
e o multime de m variante: V={ V1, V2, ..., Vn }
e o multime de n criterii : C={C;,C;, ..., Cph };
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e matricea consecintelor, deci matricea aprecierii variantelor multimii V prin criteriile
multimii C, este o matrice de functii de apartenenta:

A=(y) i=1,2,..,mj=12.,n.

Functiile de apartenentd u,; pot avea diverse exprimdri matematice, dintre care se vor

prezenta cateva, pentru un interval [a, b].
Functia de apartenenta triunghiulara

Se considera punctele: A(a, 0), B(b, 0), C(c, 1),
unde s-a notat:
c=(a+hb)2.

Expresia analitica a acestei functii de apartenenta triunghiulare este data de ecuatia
dreptei AC , pentru X <[a, c] si ecuatia dreptei CB , pentru x <[c, b], date de relatia (11.49),

undea, b eR, a<b.

X—a
—— ,daca a<x<c
px) =4 2, (11. 49)
1-—— ,daca c<x<b
b-c
wix) &
C(c, 1)
1
0 A@ 0 ¢ BpO0) x>

Fig.11.2. Funclia de apartenent triunghiulard

2. Functia de apartenenta de tip rampa (saturata)
2. Functia de apartenenta de tip rampa (saturati)
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Aceasta functie are doua variante: de tip rampa (saturata) la dreapta cu expresia analitica
data de relatia (11.52) si graficul in fig.11.5., iar a doua varianta de tip rampa (saturata) la stanga,
cu expresia analitica data de relatia (11.53) si graficul in fig.11.6.

0 ,daca x<a
11(X) = 2_—3 daca a<x<b (11. 52)

1 ,daca x>b

1(x)

9] a 3 >

Fig 11.5. . Functia de apartenentd saturatd (detip rampd) la dreapta

1 ,daca x<a

1(X) = E;X ,daca a<x<b (11. 53)

0 ,daca x>b

Exista si alte functii de apartenenta pentru multimile fuzzy. Dintre metodele de decizie
multicriteriale fuzzy, mentionam: metoda maximin fuzzy, metoda ponderarii simple aditive
fuzzy, metoda Electre fuzzy, metoda diametrelor fuzzy.
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1 (x)
1

|

O a b X

Fig. 11.6__ Functia de apartenenta saturati (de tip ramp4) la stanga

De exemplu, metoda maximin fuzzy determina varianta optima Vj, astfel:
/uaioj = miaxmjin:uaij (ll 54)

, unde: max si min sunt operatii cu multimi fuzzy, iar functia de apartenenta p este una din cele
prezentate sau alte functii.

Exemplul nr. 11.5. — TEMA - pentru cei interesati — de studiat din carte , pag.338.

Cociu Nicolae - Metode ale cercetirii operationale Tn inginerie si management, Editura
Solness, Timisoara, 2011 .

MATEMATICA APLICATA iN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C13-2018

8. ELEMENTE DE TEORIA GRAFURILOR
Definitia 8.1.

Se numeste multigraf orientat perechea G = ( X , U), in care X este o mulfime de
elemente oarecare, iar Uc X x X x N .

Elementele multimii X sunt numite varfuri ale multigrafului, iar elementele multimii U
sunt numite arcele multigrafului. Pentru arcul u; = (X; , Xk , h) componenta a treia h are rolul de
numerotare a arcelor care nu pot fi diferentiate altfel. Se va considera ca multimile X si U sunt

finite, iar cardinalul multimii X, notat cu n = |X , se numeste ordinul multigrafului. Se noteaza

cu m cardinalul multimii U si m se numeste dimensiunea multigrafului G. Se vor considera doar
multigrafuri finite.
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Definitia 8.2.

Un multigraf G se numeste p-graf daca intre oricare doua varfuri ale sale exista cel mult
p arce care sd aiba acelasi sens si G are doua varfuri intre care existd exact p arce care au acelasi
Sens.

Definitia 8.3.
Un 1-graf se numeste graf orientat.
Pentru un graf orientat G = ( X, U), U < X x X, deci U este si poate fi privita si ca o

relatie binara.
Definitia 8.4.

Orice multime X, finitd sau nu, dar numarabila, prevazuta cu o relatie binarda I" , se
numeste graf sise vanota G=( X, I')sau G =( X, U).
Se vor considera grafuri finite.

In limba romani se utilizeaza pentru substantivul graf pluralul grafuri , dar si grafe.

Deci, un graf orientat sau un 1-graf este perechea:

G=(X,U)

formata dintr-o multime finita de elemente X, numite varfuri, si dintr-o familie U (sau I') de
perechi de varfuri care se numesc arce.
Evident, U cXx Xsau I' <X x X

Se va nota:
X:{X1;X21---1Xn}
U={u;,Uy,..,Un}, mneN"

Pentru arcul u; = (Xj , Xi) varful xj se numeste extremitatea initiala sau originea arcului, iar varful

Xk este extremitatea terminald. Daca extremitdtile unui arc coincid, atunci arcul se numeste
bucla.

Exemplul nr. 8.1.
Multigraful din fig. nr. 8.1. este un 2-graf, are multimea varfurilor X si multimea arcelor U.
X={1,23,4,56,7}
U={(1,21);(23,1);(23,2);(3,4,1);(4,7,1);(7,6,1); (7,6, 2); (6,5,1); (5,1, 1)}
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Fig. nr. 8.1.

Exemplul nr. 8.2.

Graful orientat din fig. nr. 8.2. are multimea varfurilor X si multimea arcelor U.
X={1,23,4,5,6}

U={(1 1); (1, 2); (2, 3); (2, 4); (3,4); (4,5); (5,6); (6,1); (6 3)}

In (1, 1) exista o bucla.

Fig. nr. 8.2.

Un drum intr-un graf este succesiunea de varfuri legate fiecare de urmatorul prin cate un arc.
Se noteaza drumul d:
d:[xl,xz,...,xk,...,xp], p<n
sau prin arcele ce-l1 formeaza:

d:[(Xl,Xz),...,(Xk,Xk+1)’-"1(Xp'1’xp)]

Varful x; se numeste extremitatea initiala a drumului d, iar X, este extremitatea terminala. Daca

drumul are proprietatea ca extremitatea initiala a primului arc coincide cu extremitatea terminala
a ultimului arc, el se numeste circuit.

Un drum se numeste elementar daca nu utilizeaza de doua ori acelasi varf, iar in caz
contrar este neelementar.

Un drum se numeste simplu daca nu utilizeaza de doua ori acelasi arc, adica toate arcele
drumului sunt distincte doud cate doua, iar in caz contrar este compus.
Un drum elementar este §i simplu, dar reciproca nu este adevarata.

Un graf partial este graful G; = ( X, U;) obtinut din graful G = ( X, U) daca se suprima cel
putin un arc, U; < U.

Exemplul nr. 8.3.
In fig. nr. 8.3. drumul d =[X3, X3, X2, X4, Xz ] este simplu, dar nu este elementar.

oo
oo
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Fig. nr. 8.3.

Un drum se numeste eulerian daca este simplu si trece prin toate arcele grafului.
Un drum se numeste hamiltonian dacd este clementar si trece prin toate varfurile
grafului, deci daca trece numai o data prin fiecare din varfurile grafului.
Un graf orientat G = ( X, U ) se numeste hamiltonian daca exista un circuit elementar
care trece prin toate varfurile grafului, iar un astfel de circuit se numeste circuit hamiltonian.

Subgraful generat de o multime de varfuri A X al unui graf G =( X, U) este graful
GA = (A s UA),
unde:
Ua={uy | uy=(x,y)x e A,y e A,y e U},

deci, este graful cu multimea de varfuri A si multimea arcelor compuse din toate arcele grafului
G care au ambele extremitati in A.
Un graf este tare conex daca intre oricare doua véarfuri distincte ale grafului exista un drum.

O componenti tare conexa a unui graf G = ( X, U ) este un subgraf G, al lui G care
este tare conex si care este maximal in raport cu incluziunea fata de aceasta proprietate, adica (
V)X e X- A, subgraful lui G generatde A U {x } nu mai este tare conex.

Doua varfuri x; x; € X ale grafului G = (X, U) se numesc echivalente,

X; = X, dacd existda un drum de la x; la X; si unul de la x; la X; | Aceasta relatie (=) este

reflexiva, simetricd si tranzitiva, deci este relatie de echivalenta. Clasele de echivalenta
determinate de aceasta relafie de echivalentd sunt componentele tare conexe: Gai, Gy, .. , Gak

ale lui G, care verifica:

Al N Aj=0 ,i;tj,Ai,Aj;th ,j=1,2, ...,k
k

UA =X

i=1

Pentru graful orientat G = ( X, U ) se defineste o functie I:

U R+u {0}

care asociazd fiecdrui arc u valoarea sa I(u) care poate avea semnificatia concretd de distanta
dintre extremitatile arcului u, durata trecerii de la extremitatea inifiala la extremitatea terminala
a arcului u, costul trecerii de la extremitatea initiala la extremitatea terminald a arcului u,
capacitatea arcului respectiv etc. Lungimea unui drum este egala cu numarul arcelor sale.
Valoarea unui drum este suma valorilor arcelor care i1l compun. Distanta minima dintre doua
varfuri ale grafului G este lungimea minima a valorii drumurilor care unesc cele doud varfuri.
Lungimea, in sensul de valoare, unui arc poate fi interpretata in diferite moduri: fie ca o distanta
euclidiana, fie ca un timp asociat unei anumite operatii care se desfasoard intre doud evenimente
marcate prin cele doud extremitafi ale unui arc, fie ca un cost asociat unei operatii reprezentate
printr-un arc al unui graf.

Pentru graful G = (X , U) se defineste matricea conexiunilor (tranzifiilor), numita si
matrice de adiacenta:

Az(aij) , L)=1,2, ..,
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|1 ,daca (X;,X;)eU
"710 ,daca (X;,X;)gU

8.3. METODE DE PLANIFICARE, PROGRAMARE SI CONTROL iN RETEA.
METODA DRUMULUI CRITIC

Metodele teoriei grafurilor se pot utiliza in managementul prin proiecte. Un proiect este
reprezentat de o multime de operatii sau activitati specifice, a caror inlantuire este in functie de
dependentele tehnologice impuse si conduce la atingerea unui obiectiv, a unui scop dinainte
precizat. Un proiect sau o lucrare oricat de complexa, poate fi descompusa in lucrari simple sau
operatii denumite activitati si in etape denumite evenimente care marcheaza sfarsitul sau
inceputul activitatilor. Evenimentele se reprezintd prin varfuri (noduri) intr-un graf retea, iar
activitatile prin arce sau sageti ale grafului retea. Astfel, un proiect sau o lucrare oricat de
complexa se reprezinta printr-un graf retea format din varfuri si arce.

Conducerea unui proiect prin metodele drumului critic se realizeaza in doua etape: etapa
de programare si etapa de control.

Etapa de programare consta in analiza timpului, costului si resurselor, iar fiecare dintre
acestea are doua faze: stabilirea informatiei initiale, de intrare (reteaua proiectului, duratele,
costurile si resursele activitatilor) si determinarea unui program optim (programarea timpului,
determinarea drumului critic).

Etapa de control constd in compararea periodica a realizarilor de pe teren cu cele
programate si dacd sunt diferente se revizuieste programul, se actualizeaza, se elaboreaza un nou
program.

Principalele metode de drum critic sunt: CPM, PERT, CPM/COST, PERT/COST,
MPM.
Problemele de drum critic se pot rezolva pe calculator cu programele Qsb, Dsspom, Microsoft
Project, Oracle Primavera si alte programe.

8.3.1. METODA CPM

Metoda CPM — Critical Path Method a aparut in 1957 in SUA si se utilizeaza la
conducerea unor proiecte cu durata activitdtilor bine cunoscute, deci deterministe. Structura
proiectului de condus este reprezentatd printr-un graf (o retea) cu activitdfile pe arce, fiecarei
activitati asociindu-i-se o singura valoare, durata sa fixa. O lucrare oricat de complexa poate fi
descompusa 1n lucrari (operatii) simple denumite activitdti si in etape denumite evenimente care
marcheaza sfarsitul sau inceputul activitatilor. Evenimentele se reprezintd prin varfuri (noduri),
iar activitatile prin arce in graful retea.

Se vor prezenta cateva reguli de Intocmire a retelelor de drum critic.

1. Modul de reprezentare a activitatilor si evenimentelor:

O—-t—0
t

unde: 1, 2 — sunt evenimente (noduri);
A — denumirea activitatii;
t — durata activitatii.
2. Activitatile se reprezintd in ordine tehnologicd sau logica. Activitatile pot fi
succesive, cand se Insiruie in ordine tehnologica sau simultane (paralele) in cazul in care
pornesc din acelasi evenimente, se desfasoara paralel in timp.
Activitati succesive:

Ot OO
t \_/ t,
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Activitati simultane (paralele):

A B
O © ()
1 2

t31 C

ts

3. O activitate nu poate Tncepe Tnainte ca activitatea precedenta sa se fi terminat.
Activitatile sunt de trei feluri:
- activitati propriu-zise, consuma timp §i resurse;
- asteptdri, consuma numai timp;
- activitati fictive, nu consuma nici resurse, nici timp , t = 0 . Activitatile fictive au un rol
logic, se utilizeaza pentru elimina anumite confuzii si se reprezinta prin arce intrerupte,
linie punctata.

.

4. Nu este permisa existenta circuitelor in nici o retea de drum critic.

5. O retea trebuie sa posede un singur nod inifial si un singur nod final.

6. Orice alt nod in afara de cel initial si cel final trebuie sa posede cel putin o activitate
precedenta si cel putin o activitate urmatoare.

Termenele evenimentelor
Se considera o retea de drum critic cu evenimentele notate de la 1 la n. Pentru fiecare
eveniment al retelei se pot calcula doua termene:

- termenul minim al evenimentului j , notat Tg; , E de la Early (in engleza) — devreme,
curand, reprezintd termenul cel mai devreme de realizare a evenimentului j si este egal
cu lungimea (valoarea) drumului maxim ales dintre toate drumurile care duc de la
evenimentul inifial 1 la evenimentul j, adica:

Tej = max{L(Dy )} (8.6)

unde Dy; este un drum oarecare de la evenimentul initial 1 la evenimentul j, iar L(Dy;) este
valoarea (lungimea) sa. Prin valoarea unui drum se va intelege suma duratelor activitatilor
componente ale drumului.

- termenul maxim al evenimentului j, notat T;; , L de la Late (in englezd) — tarziu,
reprezintd termenul cel mai tarziu admisibil de realizare a evenimentului j, astfel ca
durata minima a proiectului sa nu fie depasita (durata minima a proiectului este Tgp ).
Rezultd ca termenul maxim Ty este egal cu diferenta dintre durata totald a proiectului
Ten si durata drumului cel mai lung care duce de la evenimentul j la evenimentul final
n, deci:

Ty = Ten - max{L(Djn )} (8.7)
Sau
T|_j =min {Tg, - L(Djn )} .
Deci, pentru a-1 obtine pe Ty se parcurge reteaua in sens invers, de la evenimentul final n
la evenimentul j, scdzand din durata minimd Tg, a proiectului lungimea fiecarui drum Dj,
(parcurs 1n sens invers) si alegand cel mai mic rezultat.
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Evenimentele pentru care Tg = Ty sunt critice si nu admit nici o amanare, aceste
evenimente determinand drumul critic.
Toate celelalte evenimente admit o intarziere maxima egala cu Ty - Tg; .

Termenele si rezervele de timp ale activitatilor

Fiecdrui activitati (i, j) 11 corespund patru termene:
- termenul minim de ncepere Ts™"(i, j);
- termenul minim de terminare TE™"(i, j);
- termenul maxim de Tncepere Ts"(i, j);
- termenul maxim de terminare Te"(i, j).
Termenul minim de Incepere al activitatii (i, j) este egal cu termenul minim al evenimentului i:

Ts™(i, J) = Tej = max{L(Dy; )}

Termenul minim de terminare al activitatii (i, j) , TE™"(i, j) , este egal cu termenul minim
de incepere adunat cu durata sa tj;:

TG, §) = Ts™(L §) + b

Termenul maxim de terminare al activititii (i, j) , Te (i, j) , este egal cu termenul
maxim al evenimentului j:

Te™™(i, j) = Ty = min {Ten - L(Djn )}

Termenul maxim de incepere al activitatii (i, j) , Ts" (i, j) , este egal cu termenul maxim

de terminare al activitatii (i, j) minus durata activitatii t;; :
Ts™ (0, 1) = TE™ (0, 1) — ty

Rezervele sau marjele de timp ale unei activitati (i, j) sunt:
- rezerva totald R(i, j);
- rezerva libera R (i, j);
- rezerva intermediara R (i, j);
- rezerva sigura sau independenta Rs(i, j).
Rezerva totala a activitati (i, j), notatd R1(i, j), reprezinta intervalul de timp maxim cu care
se poate mari durata t;; fard ca durata totald a proiectului s fie depasita.

Re(i, J) = Tuj— (T + t) = Te"™(, §) - ™G )
O activitate (i, j) este critica daca rezerva sa totald este zero:
R:(i,j) =0

Consumarea rezervei totale a activitatii (i, j) Rr(i, j) implicd anularea rezervelor
activitatilor precedente si ale celor urmatoare activitatii (i, j).

Rezerva sau marja libera a activitatii (i, j) , notatd R (i, j), reprezintd intervalul de timp
maxim cu care se poate mari durata t;; , fard ca durata totald a proiectului sa fie depasitasi fara sa
se anuleze rezervele activitatilor urmatoare ale activitatii (i, j).

RL(i, J) = T

Consumarea rezervei libere R\ (i, j) conduce la anularea rezervelor activitatilor precedente
activitatii (i, j).
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Rezerva intermediara a activitatii (i, j) , notatd R(i, j), reprezintd intervalul de timp
maxim cu care se poate mari durata activitatii (1, j), notata tj, fara sa se depaseasca durata totald a
proiectului si fara sa se anuleze rezervele activitatilor precedente.

Ri(i,1) = T — (Tu + 1)

Consumarea rezervei intermediare Ry(i, j) conduce la anularea rezervelor activitatilor
urmatoare activitatii (i, j).

Rezerva sigura sau independenta Rs(i, J) este intervalul de timp maxim cu care poate fi
madritd durata t;; fard a depasi durata totald a proiectului si fard a afecta in vreun fel rezervele
celorlalte activitati. .

Rs(i, j) = max {Tg; — (Twi + t;j), 0}

8.3.2. METODA PERT - Program Evaluation and Review Technique

Metoda PERT a fost elaborati in SUA in laboratoarele marinei militare americane, in
1958. Metoda PERT se utilizeaza in conducerea proiectelor din domeniul cercetarii si
dezvoltarii, la care duratele activitatilor sunt cunoscute cu un grad mare de imprecizie,
considerand duratele activitatilor ca variabile aleatoare. Aceastd metoda utilizeaza retele cu
activitatile pe arce, durata fiecarei activitati fiind evaluata prin trei estimari: pesimista, cea mai
probabila si optimista.

Durata optimista a activitatii (1, j), notatd aj; , corespunde cazului cand exista conditiile
cele mai favorabile pentru desfasurarea activitatii.

Durata cea mai probabila a activitatii (i, j), notatd mjj , este estimarea cu cea mai mare
sansa de realizare n conditii normale de lucru.

Durata pesimista a activitatii (i, j), notata bjj , este intervalul de timp maxim de realizare a
activitatii (i, j), corespunzator imprejurdrilor cele mai defavorabile de executie, excluzand
calamitatile naturale.

Pentru fiecare activitate (i, j) sunt verificate inegalitatile:

O<ai,- <mj < bij
Variabila aleatoare tj; este durata activitatii (i, j) si verifica inegalitatile:
O<ai,- <t < bij
Utilizand cele trei estimari ale activitdtii (i, j): pesimista, cea mai probabild si optimista,
tjj se calculeaza ca o medie ponderatd cu relatia (8.8).

oy +4.m; +b;

t; SEr-S— (8.8)
Dispersia este (8.9).
b, —a; ?
oy =( S J (8.9)

Durata fiecdrei activitati se va calcula cu relatia (8.8) si se va scrie pe arcul corespunzator al
retelei, 1ar In continuare se procedeaza ca la metoda CPM pentru determinarea drumului critic.
Durata totala a proiectului T, este o variabila aleatoare cu media si dispersia egale cu suma
mediilor si respectiv dispersiilor duratelor activitatilor critice componente.

T, = (_ ;Dtcij (8.10)
i,j)e

o= Yo (8.11)
(i,j)eDC

S-a notat cu DC drumul critic determinat si cu T, timpul (durata) estimat.
Se poate determina probabilitatea de realizare a unui proiect utilizand factorul de probabilitate Z
si tabelele corespunzatoare.

242



Tpl_ e
Z- (8.12)

Jo?

Ty reprezintd termenul (durata) planificat al proiectului, Te este durata estimata cu (8.10).

Exemplul nr. 8. 5.

Problema de drum critic — metoda CPM.

Un proiect determinist are structura, activitatile si evenimentele in graful retea din figura nr. 8.6.
Se cere sa se determine durata minima a proiectului si drumul critic. Se va rezolva cu programele
Qsb si Dsspom.

Fig. nr.8.6.

Din rezolvarea cu programul Qsb rezulta durata minima a proiectului este 24 unitati de timp.

Sunt doud drumuri critice formate din activitatile:

DC1: A, F, G, I,M,N,D;

DC2: A F, G, C,D. ]
BN QSB = E s

llelcome to Q5B (Quantitative Suystems for Business)t

Code
Program Ho. Program

&) — Project scheduling — CPH

Fress the up or down key to locate the desired option. Then press ENTER.

¥

Exemplul nr. 8.6.
Problema de drum critic in tabelul nr.8.1.— metoda PERT. Graful retea corespunzator este in
fig.nr.8.7. Se va rezolva cu programele Qsb si Dsspom.

Din rezolvarea cu programul Qsb rezultd durata minima a proiectului este 39 unitati de timp.
Sunt doud drumuri critice formate din activitatile:

DC1:A4, B4, A6, O1, E4, F2, H6, 112, J1, K2;

DC2: A4, C2, E4, F2, H6, 112, J1, K2.

Tabelul nr. 8.1.
Nr. Activitate Noduri aij mij bij
1 Ay (1, 2) 3 4 6
2 B4 (2, 3) 2 4 5
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3 Ag (3, 4) 1 2 3
4 C, (2,5) 3 6 8
5 Es (5, 6) 3 4 5
6 R (6,7) 1 2 3
7 G3 (6, 8) 2 3 5
8 He 7,9 5 6 7
9 1 (9, 10) 10 12 13
10 I (10, 11) 1 2 4
11 K, (11, 12) 2 3 4
12 0. (4,5) 0 0 0
13 O, (8,9) 0 0 0
- o
Fr ) He \;'ﬂ?/;@) 4 (1) L‘Le.
Fig. nr. 8.7.
o QSB = | B i

Welcome to Q5B (Quantitative Systems for Business)t

&> —— FProject scheduling — PERT

Prezszs the up or down key to locate the desired option. Then press EMTER.

3. Metoda CPM/COST

Parametrii analizati de metoda CPM/COST sunt timpul si costul, iar aplicarea acestei
metode are ca scop minimizarea costului total al proiectului in baza unei relatii de dependenta
liniara Intre costul si durata unei activitati.

4. Metoda PERT/COST

Metoda PERT/COST este o dezvoltare a metodei PERT, care, pe langa parametrul timp,
analizeaza si parametrul cost.

5. Metoda MPM — Metra Potential Method (Metodes des Potentiels Metra)

Metoda MPM a fost dezvoltatd in Franta de Bernard Roy in 1958 si utilizeaza retele cu
activitatile situate pe noduri, fiecare nod reprezentand o activitate, iar evenimentele pe arce.

8.2. Determinarea drumurilor hamiltoniene minime
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Se considera graful G,
G=(X,U),
X={X}, X2, ..., Xn },
U:{(Xi,Xj) | Xi, Xj EX},
Valoarea (lungimea) arcelor din graful considerat poate reprezenta timpul de prelucrare sau
costul prelucrarii unor piese.
Se poate rezolva problema determinarii drumurilor hamiltoniene cu algoritmul lui

FOULKES cu care in prima faza se determina componentele tare conexe ale grafului G.
Calculele ce se fac folosesc operatiile + si x din algebra Boole {0, 1} :

0+0=0; 0x0=0 (8.3)
0+1 =1 ; 0x1=0
1+0 =1 ; 1x0=0
1+1 =1 ; 1x1=1

De fapt + corespunde disjunctiei (sau), iar x corespunde conjunctiei (si) din logica matematica
bivalenta.

a) Algoritmul lui FOUL KES

1. Se scrie matricea booleana A a grafului G, G =(X,U):

A:(aij ),i,j=1,2,..,n.
|1 ,daca (X;,X;)eU
"710 ,daca (X;,X;)eU

2. Fie
M=A+E,
unde E este matricea unitate de ordinul n, iar adunarea este booleana.
Deci:

Matricea M se ridica la puteri succesive pana cand doua puteri consecutive ale lui M sunt egale.
Daca n este mare, se cautda k minim :

2k < n, astfel incat:

2k 2k-l
M = M (8.4)

Tnmultirea matricelor se face tot in sens boolean.

ok
3. In matricea M se suprimd liniile de rang i, i, . . . ,ip care sunt formate numai cu cifra 1

si coloanele corespunzatoare care sunt formate numai cu cifra 0 si se obtin astfel varfurile:
Xi1, Xi2, . . . ,Xjp care formeazd prima clasa de echivalenta Gy, ( componenta tare
conexa).

4. Daca Mg este matricea ramasa din matricea M dupa suprimarea liniilor si coloanelor la
etapa 3, se aplicd etapa 3. lui M, 1ar dacd nu este posibil, se aplicd etapele 2 s1 3 ,
determinidnd a doua clasa de echivalentd G,,, . Procedeul continud pand se obtin toate
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clasele de echivalenta ale grafului G: Gmi, Gmz, - - - ,Gmm , iar pentru varfurile fiecarei
clase de echivalenta G,,; ,1=1, 2, ... ,m, se traseaza arcele care pastreaza incidentele din
graful G.

b) Determinarea drumului hamiltonian minim

1. Se aplica algoritmul lui Foulkes pentru a se determina
componentele tare conexe ale grafului G considerat.
2. Intre varfurile acestor componente se considera incidentele lor din graful G .

3.Trecand succesiv de la o componentd conexa la alta, se stabilesc toate drumurile
hamiltoniene ale grafului G .

4. Pentru drumurile hamiltoniene determinate se calculeaza :
mn T = min >t (8.5)

(i,j)eDH
sau
min C = min _Zcij

Suma se ia pentru ( X;, X;) e DH
Unde
DH = drumul hamiltonian,
se obtine drumul hamiltonian de lungime minima (timp total minim sau sau cost total minim).
Exemplul nr. 8. 4.

Se presupune ca trebuie prelucrate n = 7 piese P1, P2, ..., P7 pe 0 masina, iar la trecerea
de la prelucrarea piesei P; la prelucrarea piesei Pj se consuma timpul t;, t; >0;1,j=1,2,...,7,
I # j, urmdrindu-se minimizarea timpului total de nefunctionare a masinii. Se va asocia acestei
probleme un graf orientat G, fig. nr.8.4,

G=(X,U),
X={Xy, Xy, ..., X7},
U={uguy...,Un}
ale carui varfuri xj , 1 =1, 2, ..., 7; sunt cele 7 piese, iar valoarea (lungimea) arcului de la

varful P; la varful P; este tjj,
|(Pi,Pj):tij, i,j:1,2,...,7; i # j

Problema determinarii succesiunii optime de prelucrare a celor 7 piese se reduce la
problema determinarii drumului hamiltonian minim in graful G considerat, deci se aplica
algoritmul lui Foulkes.
Matricea booleana (de adiacenta, a tranzitiilor) a grafului G este A. Se calculeaza matricea M,
M2, M*, M.

Din calcul rezulta M* = M° | varfurile 2, 3, 6 au in matricea M* liniile corespunzitoare 2,
3, 6 formate din elemente egale cu 1 si coloanele formate numai din elemente egale cu 0,
exceptand elementele de la intersectia acestora, care sunt 1, rezultd prima componentd tare
conexa este formata din varfurile 2, 3, 6., C; = Gw1 ={2, 3, 6}.
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100 00O00O
01 00O0O0OGO
0 01 00O0DO
000 O0O1O0O
0 00 O0OO11O
0 00 0O0O0OT1

E={0 001 00O

1001000
1110110

O -
— O
O -
o
— O

o o

0 001O0O0O0
101 0110
000 O0O11O
100 0101
0 00 0O0O0OT1
0110000
000 0100

A

M=A+E

1001101
1111111
0110010
100 1101
000 0101
1110110
0 00 0101
1 001101
1111111
1111111
1001101
0000101
1111111
0000101
1001101
1111111
1111111
1001101
0 000101
1111111
0 000101

1001101
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1001000
1110110
0010010
1001101
0000101
0110010
000 0101
111 1111
0110010
11 00 1101
000 0101
1110110
000 0101
1 001000
1110110
001 0010
1100 1101
0 00 01001
0110010
0 00 01001

1001000
1110110
0010010
1001101/
0000101
0110010
0000101
1001101
111 1111
0110010
100 1101
0000101
1110110
0000101
1001101
1111111
1111111
1001101
0000101
1111111
0000101

000 01001
0110010
0000101

Ml

Se elimina (taie) din matricea M* liniile si coloanele 2, 3, 6 si rezultd matricea Mz . Tn

matricea M; liniile 1, 2 care corespund virfurilor 1 si 4 au toate elementele egale cu 1 si

=M?. M?
5:M4

4 _
coloanele corespunzatoare au elementele 0, exceptand cele de la intersectie, deci se obtine a doua

componenta tare conexa C, = Gyp = {1, 4}. Se suprima (taie) liniile si coloanele 1, 2 din M; care

corespund varfurilor 1 si 4, rezultd matricea M, .

M2=M.M

M
M



M, =

o R K
o R k.

11

11 11
aMZZ

11 11

0 011

Rezultd a treia componenta tare conexa C3z = Gusz = {5, 7}. Daca se reaseaza varfurile grafului
din fig. nr. 8.4 dupa componentele tare conexe la care apartin, graful dat se va reprezenta ca in
fig. nr.8.5. Se determina drumul de lungime minima.

Fig. Nr. 8.4.

Fig. Nr.8.5.
Un drum se numeste hamiltonian daca trece numai o datd prin fiecare din varfurile
grafului. Din fig. nr.8.5. rezultd doua drumuri hamiltoniene:
- primul drum trece prin varfurile: 3, 6, 2, 1,4, 7, 5 si are lungimea 1(D;) ,
(D)) =8+9+5+9+11+10=52u.t,
- al doilea drum trece prin varfurile: 3, 6, 2, 1, 4, 5, 7 si are lungimea 1(D,) ,

I(D,) =8+9+5+9+4+ 3= 238, deci drumul hamiltonian de lungime minima este D .
Trebuie prelucrate n = 7 piese P1, P2, ..., P; pe o masina, iar la trecerea de la prelucrarea piesei
Pi la prelucrarea piesei Pj se consuma timpul t;;, t; >0; i,j=1,2,...,7,1# ], lar
minimizarea timpului total de nefunctionare a masinii se realizeaza daca se prelucreaza astfel: P3
,Ps,P2,P1,Ps,Ps,P7.

8.4. Grafuri neorientate

Un graf neorientat este un sistem G = (X , U) , cu X o mulfime de elemente numite
varfurile grafului U i o mulfime de perechi neordonate de varfuri.
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Un element din multimea U se numeste muchie. O muchie se mai noteaza [X; , Xj] sau (X;, X j)

pentru a o deosebi de arcul (Xi, X;) dintr-un graf orientat. Reprezentarea geometrica a muchiilor
unui graf neorientat se deosebeste de cea a arcelor prin faptul ca lipseste orientarea de la arce.

Un graf neorientat se mai noteaza G = (X, U ) pentru a nu fi confundat cu graful orientat
G=(X,U).
Deci, in cazul grafurilor neorientate in comparatie cu grafurile orientate, se vorbeste de muchii
in loc de arce, de lant in loc de drum, de ciclu in loc de circuit.
Oricarui drum intr-un graf orientat i corespunde un lant intr-un graf neorientat, dar nu oricarui
lant 11 corespunde un drum.
Orice circuit este un ciclu, dar nu si invers.
Un graf neorientat este conex daca Intre oricare doua varfuri distincte ale sale exista cel putin un
lant.
Un graf orientat tare conex este conex, dar reciproca nu este adevarata.

Drumuri de valoare optima in grafuri

Pentru graful G = (X , U) se considera matricea conexiunilor (tranzitiilor), numita si
matrice de adiacenta:

A=(aij) , L]J=12,..,n
|1 ,daca (X;,X;)eU
%o ,daca (X;,X;)eU

Graful G este valorizat daca exista o functie 1,

l:U > R* u{0}
|(Ui) = |((Xi , Xj)) = Vjj , (V) (Xi , Xj) e U (8.13)
Vij >0

Valoarea vj; se numeste valoarea arcului (X; , Xj) , poate avea semnificatia de cost, durata,
distanta etc.

Drumul d in graful G, d = (u1 , Uz, ..., up) are valoarea egala cu suma valorilor arcelor care il
compun, deci:

L@) = > 1,)

Doua varfuri sunt adiacente daca sunt distincte si sunt unitate printr-un arc. Doud arce sunt
adiacente daca sunt distincte si au o extremitate comuna. Daca un varf nu este extremitatea nici
unui arc el este numit varf izolat.

Se considera: multimea B, = {0, 1}, operatiile ® si & definite in tabelele nr. 8.2 si nr.8.3, care
formeaza algebra Boole (B,, ®, ®).

Tabelul nr. 8. 2
) 0 1
0 0 1
1 1 1

Tabelul nr. 8. 3
® 0 1
0 0 0
1 0 1

Se noteazi cu  A¥ puterea k a matricii A in algebra Boole (B,, ®, ®), ke N |, k>2; si cu AX
puterea k a matricii A Tn corpul numerelor reale (R, +, .), ke N , k>2 , adica cu operatiile + si .
obisnuite.
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A® :(;(k))’ k=2,3,..:i,j=1,2,...,5;

AY =@") , k=2,3,.51j=1,2,..,5;

Pentru k = 2, E se interpreteaza astfel:

- In matricea A’ linia i arati existenta drumurilor de lungime 2 (compuse din 2 arce) de la
Xj la varfurile in coloanele carora apare 1 pe aceasta linie;

- in matricea A® coloana j arati existenta drumurilor de lungime 2 incidente interior in X;
si venind de la varfurile pe a caror linie apare 1 in aceasta coloana.

In mod analog se interpreteaza in matricile A3 A : Ak pentru drumurile de lungime

3,4, ..,k
in AX, puterea k a matricii A Tn corpul numerelor reale (R, +, .), ke N , k>2 , se dau

cateva valori lui k.
Pentru k = 2, A% = (aij(z)) se interpreteaza astfel:

- linia i aratd numarul drumurilor distincte (elementare sau nu) de lungime 2 (formate din
2 arce) de la X; la fiecare din varfurile grafului, deci aij(z) reprezinta numarul drumurilor
de lungime 2 de la X; la X ;

- coloana j contine numarul drumurilor distincte (elementare sau nu) de lungime 2 care
ajung n X; venind din varfurile grafului, deci a.,( ) reprezintd numarul drumurilor din X;
in X de lungime 2.

In mod analog se interpreteaza In matricile INS A4 Ak pentru drumurile de lungime 3, 4, ...,
K.

Matricile A%, A* | Ak se pot obtine prln calcul direct in algebra Boole (B, +, .) sau din
matricile A*, A%, ..., A¥ punand 1n loc de a;® > 1.

Daca in varful X; eX1sta o bucla, atunci pe diagonala principala a;; = 1.

Teorema 1

Daca un graf nu are circuite, atunci exista A pentru care A*=0,decisi A* = 0.
(O — matricea zero).

Daca X este un varf care participa la formarea unui circuit de lungime 2 (elementar sau

nu) , atunci la intersectia liniei 1 cu coloana i pe diagonala principald vom avea 1 in matricea A2
, deci a;® = 1, circuitul respectiv porneste din X; si ajunge tot n X.

Tn mod analog in matricea I pentru varfurile X; care participa la circuite, elementare sau nu, de

lungime 3, a;® = 1, in matricea A* pentru circuitele de lungime 4 avem a;® = 1.
n general in matricea A¥ se va gasi pe diagonala principald in dreptul fiecarui vart X;, numarul
circuitelor de lungime k (elementare sau nu) la care acesta participa.

Exemplul nr. 8.7.
Se considera graful definit de matricea A:

00011
100 01
A=l1 1 0 0 0
11100
00101

Se va desena graful corespunzator.
Tn varful Xs existd o bucla, ass = 1.

Se calculeaza A%, A®, A* si A%, A% A%,
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AP=A® A=

=
R PO O K
R == N S =
O RPrE L O
N el

A=ARA®A=A?® A=

A )
N
Y T
e =
N

11111
B - 11111
AA=AQRAR®RARA=AN®A=[1 111 1
11111
11111
112 01
00112
A=A A=|1 00 1 2
2101 2
11101
32113
2 230 2
A’=A.A. A=A’ A=|1 1 3 1 3
2 1325
2 111 3
4 2 4 3 8
5 32 26
A'=A A A.A=A* A=|5 4 4 1 5
6 57 2 8
32429

Coeficientii care nu apartin diagonalelor acestor matrici ridicate la diverse puteri ne dau
informatii despre drumuri, iar cei de pe diagonale despre circuite.
Astfel, Tn exemplul considerat, exemplul nr. 8.7, avem:

—@ — @ — @

in matricea A2 avem: a, =4a, =ag =1,decivarfurileX;, X4, Xs participa
la cate un circuit de lungime 2, varful X; participa la circuitul elementar: [X; , X5, Xq],
varful X, participa la circuitul elementar: [Xa, X1, Xq4], circuitul din X5 — se

parcurge de 2 orl bucla sa;
n matricea A? , a;3® = 2, deci existd 2 drumuri de lungime 2 de la X; la X3 ,

dl—[Xl,X4,X3] d2 =[X1, Xs, X3 ];
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- inmatricea A° avem: a, = a,, =a, =-4a, =ag, =1 ,decitoatevarfurile

grafului considerat participa la circuite de lungime 3;

- in matricea A®, a11(3) = 3, varful X; participa la 3 circuite de lungime 3:

[X]_ , X5, X3, X]_], [X1 , Xa, X3, Xj_], [X]_ , X, Xo | X]_]; la fel: a15(3) =3, deci din X1 n Xs
exista 3 drumuri de lungime 3:

di = [Xy, Xa, Xo, Xe],

d2 = [X1, X3, X2, Xs],

d3:[X1,X_4,X3,X5].

Matricile A* , k >4, sunt pline (toate elementele sunt egale cu 1), ceea ce inseamni ci
graful G este tare conex.
Drumuri de valoare minima

Se considera graful finit G = (X, U).
Graful G este valorizat, exista o functie 1,

l:U > R* {0}
u) = 1K, X)) =vii , (V) (X, Xj) e U
Vij >0

Valoarea vj; se numeste valoarea arcului (X; , Xj) , poate avea semnificatia de cost, durata,
distanta etc.
Se noteaza .
E=R: U{0}u {0}

a®b=a+b (8.14)
a®b=min {a, b}
a®w=w®a=ow ,(V)abeE,a< w.
Operatiile ® si @ se extind pentru matrici patrate cu coeficienti din E.
Se formeaza matricea B.

B= (bij) , I,j =12, ..n

v; ,daca (X;,X;)eU
b =9 ,daca (X;,X;)eU (8.15)
0 ,daca i=]
Teorema 2

Daca se considera graful G = (X , U) , orientat si finit, in care se ataseaza fiecarui arc
(Xi, Xj) €U, valoarea sa I((Xi, X)) = vjj , se formeaza matricea B = (bj;) conform relatiei (8.15)
care se ridicd la puterea k conform relatiilor (8.14), atunci BX contine toate valorile minime ale
drumurilor formate din cel mult k arce, asezate la incrucisarea liniei varfului din care incepe
drumul cu coloana celui in care se termind (k<n, n = numarul varfurilor grafului).
Observatii
- Drum de valoare minima oo (infinit) inseamna drum inexistent.
- Matricea
B“ = (b;")
are semnificatia :
b;* = valoarea drumului minim de la X; la X; format din cel mult k arce.
- Drumurile obtinute prin aceastd metoda sunt elementare (drumul se numeste elementar
dacd nu utilizeaza de doua ori acelasi varf).
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- Operatiile (8.14) sunt asociative, deci se poate scurta calculul prin calcularea succesiva a
puterilor lui B : B, B*, B® etc.

- Teorema este aplicabila atat grafurilor cu circuite, cat si celor fara circuite.

- Daca exista un drum dj; de valoare minima de la X la Xj , atunci principiul optimalitatii
ne spune cd dacd Xy , X| €dj , atunci tronsonul dintre Xy si X; al lui dj are valoare
minima in multimea drumurilor dintre Xy si X .

- Teorema este valabild si pentru grafuri neorientate, dar avem vj; = vji si in enunt se
inlocuiesc arcele cu muchiile si drumurile cu lanturi .

- Tncepand de la un anumit k<n , avem B* = B¥"1 = B*2=_ . . deoarece se epuizeazi toate
posibilitatile de a uni prin drumuri cu valoare minima varfurile grafului.

- Matricea B¥ da valorile minime ale tuturor drumurilor posibile in graf intre orice perechi
de varfuri, indiferent de lungimile lor (numarul arcelor care le compun).

Teorema 2 oferd numai valorile minime ale drumurilor grafului, nu ofera algoritmul de
identificarea drumurilor de valoare minima. (Se pot utiliza algoritmii Ford, Bellman-Kalaba

etc.).
Algoritmul pentru identificarea drumurilor de valoare minima se poate enunta astfel:

1. se formeazi matricea B utilizand relatiile (8.15), se calculeaza B? utilizand
relatiile (8.14), iar in matricea B? se scot in evidenta valorile finite aparute in plus
sau distincte de cele din matricea B si se noteaza indicele de precedenta (prin ce
varf intermediar trece drumul) , reprezentdnd drumuri de valoare minima si de
lungime doi (formate din doud arce), care au originea in varful dat de linia
matricii §i cu extremitatea varful dat de coloana in care se gaseste valoarea
determinata;

2. daca sunt doi su mai multi indici de precedentd pentru aceeasi valoare, sunt mai
multe drumuri minime distincte prin varful intermediar corespunzator;

3. valorile ramase nemarcate sunt ale tranzitiilor intre extremitatile carora nu exista
drumuri de lungime doi cu valoare mai mica decat a tranzitiei;

4. secalculeaziB°=B* ® B, B*=B® ® B, ..,B“'=B* ® B, keN" etc.
pand cand doua puteri consecutive ale lui B coincid. Puterile matricii B se
calculeaza in tabel , intr-o casutd in partea superioara este trecut drumul sau
drumurile, iar in partea inferioard a casutelor este trecutd valoarea minimd a
drumului.

Exemplul nr. 8.8.

Se considera graful G = (X, U) din figura nr. 8.9. cu valorile arcelor notate pe figura.
X = {X1, X2, X3, X4, X5, Xg}. Trebuie determinata matricea drumurilor de valoare minima ale
grafului.

Se scrie matricea B folosind relatiile (8.15).

Se calculeaza B? utilizand relatiile 88.14) si se va scrie tabelar in tabelul nr. 8.4.
Tn matricea B? din tabelul nr.8.4., b @3 =14 inloc de bi3 = oo din matricea B si s-a subliniat
valoarea 14, iar deasupra s-a scris 2 , deoarece:

b@53=14=min(0+ ,4+10, 0 +0, o0 +2, o0 + 4,20 + o),

14=4+10=bq, + b3,

deci x; 1l precede pe x3 in drumul de la x; la X3, di3, di3 = [X1, X2, X3] .
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Fig. Nr. 8.9

0 4 oo o o 20
o 0 10 o 5 16
5_|® 2 0 22 » 6
“loo oo 2 0 8 w
o o 4 15 0 12
o oo oo 4 1 0
Tabelul nr. 8.4. Matricea B .
2 6 2 2
0 4 14 24 9 20, 20
5 56 3
o0 0 9 20 5 16
6 2,6
0 2 0 10 7 6
3 3
0 4 2 0 8 8
3 3
0 6 4 15 0 10
5
0 0 5 4 1

De la X; la Xg sunt doud drumuri, unul este arcul (x1, XG?' iar al doilea drum trece prin x; .
Pe linia 1 Tn matricea B, by = 20, iar in matricea B>, b®@;5=20 i s-a subliniat valoarea
20 si deasupra s-a scris 2, deoarece drumul  di = [X1, X2, Xg] trece prin X .

Pe linia 2 in matricea B, by, = oo, deci nu existi arc de 1a X, la x4 , iar in matricea B2, b @5, = 20
si s-a subliniat valoarea 20 si deasupra s-au scris numerele 5, 6, deoarece existd doud drumuri
de valoare minima 20 de la x la X4, care trec prin Xs , respectiv Xe.

Drumul dos = [Xo, Xs, X4]  trece prin xs , iar al doilea drum d %54 = [X2, X6, X4] trece prin Xe .
Valoarea b @5, = 20 s-a obtinut cu relatiile (8.14) prin inmultirea liniei 2 din B cu coloana 4 a
lui B, astfel:

b®,,=20 =min (o + 0,0+ 00,10 +22, o +0,5+15,16 +4).
bos =5, bss = 15, deci primul drum trece prin Xs;

bos = 16, bes = 4, deci al doilea drum trece prin X .

Se calculeazi cu relatiile (8.14) matricea B* in tabelul nr.8.5.
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B}=B>® B

Tabelul nr. 8.5. Matricea B .

2,5 2,5;2,6;;6 2 2;2,3

0 4 13 24 9 20, 20
5 3,6;5; 6 3

- 0 9 20 5 16, 16

6 2,6
0 2 0 10 7 6
3 3
o 4 2 0 8 8
3 3,6 3
0 6 4 14 0 10
5,3 5

o0 7 5 4 1 0

Se calculeaza cu relatiile (8.14) matricea B* in tabelul nr.8.6.

B‘=B*® B
Tabelul nr. 8.6. Matricea B* .
2,5 2,5;2,6;;6 2 2:2,3
0 4 13 24 9 20, 20
5 3,6;5;6 3
0 0 9 20 5 16,16
6 2,6
0 2 0 10 7 6
3 3
0 4 2 0 8 8
3 3,6 3
0 6 4 14 0 10
5,3 5
o0 7 5 4 1 0

Se calculeaza cu relatiile (8.14) matricea B® in tabelul nr.8.7.
B°=B*® B=B% B’

Tabelul nr. 8.7. Matricea B® .

2,5 25,3,6 2 2,5,3
0 4 13 23 9 19
5 5,36 5 3
o0 0 9 19 5 15
6 2,6
o0 2 0 10 7 6
3 3
o0 4 2 0 8 8
3 3,6 3
0 6 4 14 0 10
53 5
o0 7 5 4 1
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Se calculeaz cu relatiile (8.14) matricea B° .
B*=B°® B=B* B*=PB’
Calculul se incheie, deoarece B® = B®
Matricea valorilor minime ale drumurilor elementare existente in graful considerat in figura
nr. 8.9 si traseele drumurilor minime sunt in tabelul nr. 8.7.
Drumuri de valoare maxima

Se considera graful finit G = (X, U).
Graful G este valorizat, exista o functie 1,

l:U > R {0}
u) = 1K, X)) =vii, (V) (X, Xj)eU
Vij >0

Valoarea vjj se numeste valoarea arcului (X; , Xj), poate avea semnificatia de cost, durata,
distanta etc.
Se noteaza :
E=R: U{0}u {~oo}

a®b=a+b (8.16)
a®b=max {a, b}
a®(-0)=(-0)®a=-o , (V)a,beE,a>-w.
Operatiile ® si @ se extind pentru matrici patrate cu coeficienti din E.
Se formeaza matricea B.

B= (bij) , I,j =12, ..n

v; ,daca (X;,X;)eU

ij

by =1—0o ,daca (X;,X;)¢U (8.17)
0 ,daca i=]

Teorema 3
Daca se considera graful G = (X, U) , orientat si finit, Tn care se ataseaza fiecarui arc
(Xi, Xj) €U, valoarea sa I((Xi, X)) = vjj , se formeaza matricea B = (bj;) conform relatiei (8.17)
care se ridica la puterea k conform relatiilor (8.16), atunci BX contine toate valorile maxime ale
drumurilor formate din cel mult k arce, asezate la incrucisarea liniei varfului din care incepe
drumul cu coloana celui in care se termina (k<n, n = numarul varfurilor grafului).
Observatii

- Drum de valoare maxima -oo (- infinit) inseamna drum inexistent.

- Teorema 3 este aplicabila pentru determinarea tuturor valorilor maxime ale drumurilor
elementare intr-un graf fara circuite.

- Teorema 3 ofera numai valorile maxime ale drumurilor grafului, nu ofera algoritmul de
identificarea drumurilor de valoare maxima. (Se pot utiliza algoritmii Ford, Bellman-
Kalaba etc.).

- Algoritmul pentru identificarea drumurilor de valoare maxima se poate enunta
astfel:

1. se formeaza matricea B utilizind relatiile (8.17), se calculeaza B? utilizand
relatiile (8.16), iar in matricea B? se scot in evidenta valorile finite aparute in plus
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sau distincte de cele din matricea B §i se noteaza indicele de precedenta (prin ce
varf intermediar trece drumul) , reprezentand drumuri de valoare maxima si de
lungime doi (formate din doud arce), care au originea in varful dat de linia
matricii §1 cu extremitatea varful dat de coloana in care se gaseste valoarea
determinata;

daca sunt doi su mai multi indici de precedenta pentru aceeasi valoare, sunt mai
multe drumuri maxime distincte prin varful intermediar corespunzator;

valorile ramase nemarcate sunt ale tranzitiilor intre extremitatile carora nu exista
drumuri de lungime doi cu valoare mai mare decat a tranzitiei,

se calculeazi B°=B® ® B, B*=B® ® B, ..,B“'=B* ® B, keN" etc.
pana cand doud puteri consecutive ale lui B coincid. Puterile matricii B se
calculeaza in tabel , intr-o casutd in partea superioard este trecut drumul sau
drumurile, iar in partea inferioard a cdsutelor este trecutd valoarea maxima a
drumului.

Exemplul nr. 8.9.

Se considera graful G = (X, U) din figura nr. 8.10. cu valorile arcelor notate pe figura.
X = {X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg}. Trebuie determinatd matricea drumurilor de valoare
maxima ale grafului.

Fig. Nr. 8.10

Se scrie matricea B folosind relatiile (8.17) .

0 3 3 2 -0 —® —0 —o®
—o 0 - 1 2 3 -0 -
—00 —0 0 —0 —0 —0 3 —
—0 —ow 2 0 1 -0 4 -
—o —o —owo —-o 0 5 —o 3
—® —0 —0 —w - 4 2
—® —0 —0 —0 —® _on 0 1
—00 —00 —00 —00 —00 _gp —_o

Se calculeaza B? utilizand relatiile (8.16) si se va scrie tabelar in tabelul nr. 8.8.

Tabelul nr. 8.8. Matricea B .

4 2 2 2 56
0 3 4 4 5 6 11 - 00
4 4 5 6 6
-0 0 3 1 2,2 7 7 5
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7
- 00 - 00 0 - 00 -0 - 00 3 4
5 3 7

-0 -0 2 0 1 6 5 )
6

- 00 - 00 - 00 - 00 0 5 -0 7
-0 7

-0 -0 -0 -0 -0 4 5
-0 - - -0 -0 -0 0 1
- 00 - 00 - 00 - 00 =00 =00 - 00 0

Tn matricea B? din tabelul nr.8.8., b ®;5=4 inloc de bis =3 din matricea B si s-a subliniat
valoarea 4, iar deasupra s-a scris 4 , s-a obtinut cu relatiile (8.16) prin inmultirea liniei 1 din B cu
coloana 3 a lui B, deoarece:

b(2)13:4:max(0+3,3- 0,3+0,2+2,-0 - 00,-00-00,-00 - 00,-00 - 0),

4=2+2=D1s+bs3,

deci x4 1l precede pe x3 in drumul de la x; la X3, di3,

di3 = [X1, X4, X3]

Pe linia 2 in matricea B, b3 = - o0, deci nu existi arc de la x; la X3 , iar in matricea B2, b @y, =
3

si s-a subliniat valoarea 3 si deasupra s-a scris numarul 4, deoarece drumul
maxima 3 de la x, la X3, trece prin Xy .

Drumul das = [X2, X4, X3] trece prin x, . Valoarea b )3 = 3 s-a obtinut cu relatiile (8.16) prin
inmultirea liniei 2 din B cu coloana 3 a lui B, astfel:

b(2)23:§: max (oo +3,0-00,- 0+0,1+2,2- 00,3~ 00, -00-00,-00-00).
bos =1, bys = 2, deci drumul trece prin Xg.

Tn matricea B® , b @3, = -0, deci nu exista nici arc, nici drum de lungime doi (format din
doua arce), de la varful x3 la x..
Analog se calculeazi cu relatiile (8.16) matricea B® |, reprezentand drumuri de valoare maxima si
de lungime trei (formate din trei arce), care au originea in varful dat de linia matricii §i cu
extremitatea varful dat de coloana 1n care se gaseste valoarea determinata.

de valoare

B°=B’® B
Tabelul nr. 8.9. Matricea B® .

2,4 2 2:2,4 2,5 2,6 2,6;25
0 3 6 4 5 10 10 8
4 4 5;4,5 6 5;6
-0 0 3 1 2,2 7 7 9
7
- 00 - 00 0 -0 -0 -0 3 4
5 56 56
-0 -0 2 0 1 6 10 8
6 6,7
- 00 -0 -0 -00 0 5 9 10
-0 7
-0 -0 -0 -0 -00 4 5
-0 -0 -0 -0 -0 -0 0 1
-0 -0 -0 -0 -0 -0 -0 0
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Analog se calculeaza cu relatiile (8.16) matricea B*, reprezentand drumuri de valoare maxima si
de lungime patru (formate din patru arce), care au originea in varful dat de linia matricii si cu
extremitatea varful dat de coloana 1n care se gaseste valoarea determinata.

B*=B? ® B? etc.
MATEMATICA APLICATA IN MANAGEMENTUL COMPETITIVITATII — C14-2019

SERII DE TIMP IN PREVIZIUNILE DIN FIRME

Cunoasterea relativa a viitorului reprezintd o modalitate cu care organizatia (firma)
incearcd sa se pregateascd pentru a infrunta neprevazutul. Prevederea este o functie a
managementului, enuntata de H. Fayol la inceputul secolului XX , ea initiaza procesul de
management, stabileste obiectivele , ce trebuie facut pentru atingerea lor si pregateste
organizarea. Metodele de previziune se bazeaza pe ipoteza ca procesele analizate isi mentin in
viitor caracteristicile esentiale din trecut.

Intervalul de timp pentru care se face previziunea se numeste orizont de previziune.

In functie de orizontul de previziune, previziunile se clasifica in trei categorii: previziuni
pe termen scurt, previziuni pe termen mediu $i previziuni pe termen lung, dar aceste notiuni sunt
relative si nu se referd in general la intervale de timp fixate, depind de natura procesului pentru
care se face previziunea.

Din punct de vedere al complexitatii si al nivelului de precizie asigurat de metode, exista
categoriile de metode de previziune:

1. Metode calitative;

2. Metode cantitative, care cuprind:

2.1. Metode simple de extrapolare a tendintelor trecute: metoda graficd, metoda

sporului mediu, metoda mediilor mobile;

2.2. Metode de extrapolare bazate pe serii temporale ;

2.3. Metode de previziune bazate pe analiza regresiei si corelatiei;

2.4. Metoda lanturilor Markov.

Numele de “metode calitative” nu se referd la performantele acestora, ci la faptul cd nu
opereaza cu date cantitative, doar folosesc rationamentele si parerile unor experfi pentru a
prezice evenimentele viitoare. Metodele calitative cuprind: metoda scenariilor, metoda folosirii
opiniei expertilor, metoda Delphi, metoda sondajelor, utilizindu-se cand nu se dispune de
suficiente date pentru o analiza cantitativa a obiectului previziunii. Categoriile de metode 1 si 2.1
se utilizeaza in previziuni pe termen scurt, iar 2.2, 2.3 si 2.4 si pentru previziuni pe termen mediu
si lung.

Etapele previziunii:

- stabilirea obiectului previziunii;

- stabilirea orizontului si ariei previziunii;

- stabilirea datelor necesare previziunii, a metodelor de previziune si realizarea

previziunii;

- selectarea variantei care este cea mai probabila din multimea de alternative viitoare;

- reactualizarea periodica pe baza noilor elemente care pot sa apard dupd obtinerea

variantelor de previziune.

O succesiune de valori observate in firma (organizatie) la diferite momente de timp ale
unei variabile de interes se numeste serie de timp (serie temporala, serie cronologici).
Valorile observate ale variabilei cercetate sunt in general aranjate in ordinea crescatoare a
momentelor de observare, adica in ordine cronologica. Se presupune ca se dispune de o
succesiune de valori observate ale unei variabile Y , de exemplu volumul véanzarilor unei firme,
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la diferite momente de timp ty , to, ..., t, , deci de o serie temporala asociatd variabilei Y. In
problemele din practica se considera intervale de timp egale intre doud observari consecutive ale
valorilor variabilei de interes, deci momentele sunt: 1, 2, ..., n. Unei serii temporale y; , Y2, ...,
Yn 1 se asociaza o diagrama reprezentata in plan , fiecare termen al seriei date fiind identificat cu
un punct de coordonate (t;,yi), i=1,2,...,n,unde de fapt tj=1, 2, ..., n. Pentru a evidentia
evolutia in timp a valorilor variabilei cercetate Y, punctele de coordonate (t, y; ) , (t+1, Vis1 )
corespunzatoare la doi termeni consecutivi ai seriei, se unesc printr-un segment de dreapta,
obtinandu-se un grafic in forma unei linii frante, iar acest grafic este numit ‘“cronograma”
asociata seriei temporale date.

Pentru a defini o serie temporala se considera elementele :

- valorile observate ale unei variabile Y date ;
- intervalele de timp intre doud Inregistrari consecutive, deci pasul inregistrarii, care
poate fi : un minut, o ora, o zi, o luna, un an etc.
- numarul total de termeni din seria consideratd sau intervalul de timp dintre prima si
ultima inregistrare.
Studiul unei serii temporale urmareste identificarea componentelor corespunzatoare
diferitilor factori, care determina o alura specifica cronogramei asociate seriei respective.

Se considera ca o serie temporald are patru categorii de componente: trendul (tendinta),
fluctuatii ciclice, fluctuatii sezoniere, fluctuatii neregulate.

Trendul, notat cu T, reflecta aspectul general al evolutiei seriei temporale, deci se pune
in evidentd tendinta de crestere sau de descrestere a valorilor variabilei analizate. In
reprezentarea grafica a seriei temporale, trendul apare ca o curbd neteda care trece printre
punctele diagramei asociate seriei date, iar aceasta curba poate fi stabilitd empiric sau analitic.

Fluctuatiile (variatiile) ciclice, notate cu C, sunt oscilatii periodice in jurul trendului cu o
periodicitate relativ mare.

Fluctuatiile (variatiile) sezoniere, notate cu S, sunt tot oscilatii periodice, dar se
deosebesc de fluctuatiile ciclice prin faptul ca acestea se repetd la intervale mai scurte de timp.
Factorii care determind fluctuatiile sezoniere pot fi: succesiunea ciclicd a anotimpurilor, a
lunilor, a sarbatorilor sau a zilelor.

Fluctuatiile (variatiile reziduale, aleatoare) neregulate, notate cu N, sunt variatii in datele unei
serii temporale care apar la intervale scurte de timp, in mod neregulat, fara a respecta o regula.

Prin analiza unei serii temporale se intelege determinarea tuturor sau a unora dintre
componentele sale cu scopul de a le utiliza pentru previziuni.

Daca amplitudinea fluctuatiilor in jurul trendului este cu atdt mai mare cu cat trendul are
valori mai mari, se spune ca succesiunea datelor din seria temporald considerata este de tip
multiplicativ si se noteaza:

A=T.C.S.N,

unde A sau Y; reprezinta valorile observate la un moment dat, care este egald cu produsul
componentelor sale. Pentru seriile temporale exista de asemenea modele aditive, notate simbolic:

A=T+C+S+N
si modele mixte.

Prin ajustarea unei serii temporale se intelege inlocuirea valorilor observate ale variabilei
studiate cu alte valori, noile valori fiind calculate prin metode euristice sau prin metode analitice.
Se obtine astfel o serie de valori calculate ale seriei temporale care inlocuiesc seria empirica.
Ajustarea analiticd a seriei temporale se face pe baza unor functii matematice alese in asa fel
incat sa descrie cel mai bine evolutia fenomenului. In ajustare sunt luati in considerare toti
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termenii seriei temporale si metoda cea mai folosita este metoda celor mai mici patrate. Valorile
seriel temporale se noteaza cu vy, iar cele calculate prin ajustare cu Y.

Fiecarei metode de ajustare ii corespunde o metodd de previziune care utilizeaza
informatiile obtinute prin aplicarea metodei de ajustare folosite.

Principala componentd a unei serii temporale foarte importantd in previziuni este trendul.

Trebuie aleasd 0 functie matematica corespunzatoare curbei empirice si sa i se estimeze
parametrii pe baza datelor seriei temporale. Cele mai des utilizate sunt clasele de functii: functia
liniara, polinoame, functii exponentiale, functii logistice. Se vor prezenta modelele acestor
functii.

1. Modelul liniar de trend: 'Y =a+b.t,

a si b sunt parametri ce trebuie determinati.

2. Modelul functiei de gradul doi (parabold) de trend : Y =a+ b.t + c.t?,
a, b si ¢ sunt parametri ce trebuie determinati.

3. Modelul polinomial detrend: Y =ay+a;.t+a;. 4.+ ap .t
peN, p>2iar a,ai, a, ..., ap sunt parametri ce trebuie determinati.

4. Modelul exponential de trend: Y =a . b'
a si b sunt parametri ce trebuie determinati.

5. Modelul exponential modificat de trend: Y =k +a. bt |
a, b si k sunt parametri ce trebuie determinati.

6. Modelul functiei semilogaritmice de trend: Y =a+Db.lIgt,
a si b sunt parametri ce trebuie determinati.

7. Modelul functiei logistice de trend:
k

Tltab’
a, b si k sunt parametri ce trebuie determinati, be (0, 1).
Se pot utiliza si alte forme ale functiei logistice, cum ar fi:

ok
1+be™®
8. Modelul functiei lui Gompertz de trend:
Y =ka" ,

a, b si k sunt parametri ce trebuie determinati, be (0, 1).

Etape in aplicarea unei metode analitice de ajustare a trendului

1. Constituirea unei serii temporale cu un numar suficient de mare de termeni pentru ca
rezultatele observatiilor sd intre sub incidenta legii numerelor mari.

2. Reprezentarea graficd a seriei temporale.

3. Se analizeaza cronograma seriei §i se fac cateva prelucrari simple ale datelor, apoi se
alege tipul de functie care corespunde cel mai bine procesului studiat. Pentru a se
alege tipul de curba de ajustare trebuie sa se facd mai intai o ajustare grafica ca sa se
evidentieze caracterul tendintei. Daca tendinta este neliniard, este indicat sa se
utilizeze scara semilogaritmica, deci z = Ig y se reprezintd grafic, sau logaritmica,
deci z=1g y si u=Igtsi se reprezintd grafic z = f(u).

4. Se estimeaza parametrii functiei alese si se calculeaza valorile ajustate ale seriei.

5. Se face analiza cantitativa si calitativa a rezultatelor obtinute pentru a evalua alegerea

tipului de trend.

Ajustarea analitica a trendului liniar
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Se considera seria temporald y; , Y2 , ..., yn care reprezintd valorile observate ale unei
variabile Y, de exemplu volumul vanzarilor unei firme si se apreciaza ca trendul sau poate fi
ajustat printr-o functie liniara:

Y=f(t)=a+b.t
Estimarea parametrilor a si b se face cu ajutorul metodei celor mai mici pétrate, astfel Incat suma
patratelor abaterii datelor din seria temporala fata de datele calculate pe baza ecuatiei de trend
alese sa fie minima.

S :Zn:(yi - f(ti))2 = Zn:(yi _a_b'ti)2 = minim,

Se vor egala cu zero derivatele partiale ale lui S in raport cu a si b.

S 4o
oa
% _,
ob

Se obtine sistemul de doua ecuatii cu necunoscutele a si b:

na+b. Zn:ti= Zn:yi
i=1 i=1
a. Zn:ti +b. zn:tf = iti.yi
i=1 i=1 i=1

Se rezolva sistemul si se obtine

PADREDN DN B
i=1 i=1

g =it il

n-itiz - (iti)2
n'iti'yi _Zn:ti Zn: Yi

b — i=1 i=1

n._zn“ti2 - (Zn“ti )?

1)

Exemplu — Previziune - Ajustarea analitici a trendului liniar al energiei electrice

Se considera seria temporald y; , V2, ..., yn care reprezintd valorile observate ale unei
variabile Y, (volumul productiei de energie electricd), unei firme si se apreciaza ca trendul sau
poate fi ajustat printr-o functie liniara:

Y=f(t)=a+b*t

Ztiz Z Yi _Zti 'Zti'yi
_ =l =l

i=1 i=1

a
Y-’
i=1 i=1
Yty =Dty
b — i=1 i=1 i=1

n.zn:tf —~ (Zn:ti)2
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Previzionarea cantitatii de energie electrica in anul viitor ( 2011)

% Cu,,t” vom nota anul:

t, =1 (2008)

t,=2 (2009)

t, =3 (2010)

Cu,,yi” vom nota cantitatiile de energie electrica pe an si vom avea:
y,= 4865 GWh /2008

y, =5120GWh/ 2009

y, = 5241 GWh / 2010

5300
5200
5100 20
5000
4900
4800
4700
4600

5241

4865

2008 2009 2010

e roductia de energie

Fig.1.Cantitatile de energie electricd produse in ultimii 3 ani

Toate aceste cantitdfi sunt calculate pe ultimii 3 ani si se doreste sd se prevada care va fi

cantitatea produsa in 2011:

St = 1424326

i=1

3
D ot7 =1+4+9=14

i=1

3

Z y, = 4865+5120+5241 = 15226 GWh/3 ani

i=1
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3
Z:ti.yi =1*4865 + 2 *5120 + 3 *5241 = 30828 GWh

i=1

3 3 3 3

tiz' Yi— ti- ti'yi

a:izzl: i=; |Z=l:3 .Z=1: :14*15226—6*30828 — 4699.33
) ) 3%x14—36
36 -2 t)
i=1 i=1
a=4699.33
Sty -3ty
3Ly, =)ty _

bo_id iy :3 30828—6%15226 — 188

3%¥14—-36

3-Zti2 - (Zti )2

b=188
Y=f)=a+b*t
Y = 4699.33+188 *

Pentrut = 4 => Y, este valoare previzionatd pentru cantitdtile de energie electrica pe

2011 la Hidrocentrala analizata.
Y=a+b*t
Y=4699.33+188*4 = 4699.33+752 =5451.33

Y=5451.33 GWh/2011

5600

5400 5451,33

5200

5000

=g roductia de enrgie

4800 4865

4600

4400

2008 2009 2010 2011

Fig. 2 Cantitatile de energie produsa si previziunea pe anul 2011

Ajustarea seriei temporale cu ajutorul exponentialei
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Se logaritmeaza:

Y=a.b',
lgY=Iga+t.Igb
Se noteaza: Z=lgY ,A=lga,B=Igb,
Si se obtine: Z=A+B.t

Se aplica formulele ( 1) de la functia liniara, rezultand:

it?-i Z _Zn:ti -Zn:ti-zi Zn:tiz-znllg Yi _Zn:ti -Zn:ti'lg Yi
_ix o = E

i=L izl — il =l i=L =l )

n.itiz - (i'[i)2 n-itiz - (iti)2

n n n

n'zti Zi = zti z Z; n'iti'lg Yi— Zn:ti Zn: lgy,
__ia il it

B=Igb=—=L BN

n.th - (Z:'[i)2 n-itiz - (iti)2

i=1 i=1

b =108

Exemplu - Previziunea cu ajutorul exponentialei

Se considera seria temporald y; , Y2 , ..., yn care reprezintd valorile observate ale unei
variabile Y, volumul vanzarilor unei firme si se apreciaza ca trendul sau poate fi ajustat printr-0
functie exponentiala:

Y =a*b'
Calculam ajustarea seriei temporale cu ajutorul exponentialei pentru profitul pe anul viitor
(2015) .

Cu ,,t” vom nota anii astfel:

=1 (2012)
t,=2 (2013)
t;=3 (2014)

Cu ,,y” vom nota profitul pe anii considerati:

y;= 15477 634 LEI; (2012)
y,= 12 805 477 LEI; (2013)
ys= 15812 439 LEI;  (2014)
Toate aceste sume reprezintd profitul pe anii 2012, 2013, 2014 si se doreste sa se prevada

profitul pe anul viitor (2015) .
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S t=1+2+3=6
Y 7= 1+4+9 =14
Y yi = 15 477 634 + 12 805 477 + 15 812 439 = 44 095 550

z1=Ilgy,=7,18
Zy = |g y.=7,10
3 = |g Y3= 7,19

Yzi=>lgyi=2147

n n n n n n n

DED LNz Y Igy -t .Zn:ti.lg Y,
A=lga=12 i:nl i il - i i o i

n n n
Y- (L) 31— ()
=1 =1 i=1

i i=1 i

A=(14*21,47-6*(1* 7,18 + 2% 7,10 +3*7,19))/ (3 * 14— 36) =
= (300,58 — 6 * 42,95) / 6 =
= (300,58 - 257,7) /6 =7,14 =>

a=10""
a =13 803 842

n.znlti.zi - Zn:ti Zn: Z; n.zn:ti.lg Yi — Zn:ti .anlg Yi
B=Igb= i=1 i=1 =l  _ _ =l i=1 =1

Y- ()’ Y- ()

B=(3*4295-6*21,47)/(3*14-36) =
=(128,85-128,82) /6= 0,03 =>

b = 10 %03

b= 1,07

Y =a*b'

Y =13 803 842 *1,07"

Pentru t = 4 => y, este valoarea previzionata pentru anul 2015.

Y =13803842*1,07*

Y = 13803842 * 1,31

Y =18 083 033,02 LEI
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Evolutia profitului
20000000

18000000 A
16000000 \ /
14000000 v

12000000
10000000
8000000
6000000
4000000
2000000

O T T T 1
2012 2013 2014 2015

== Evolutia profitului

Fig. 3. Evolutia si previziunea profituluicu ajutorul exponentialei

Ajustarea seriei temporale cu ajutorul exponentialei modificate
Exponentiala modificata descrie o tendintd potrivit careia cantitatea cresterii scade cu o
ratd procentuald constantd, dar in acelasi timp curba se apropie de o limitd superioarda
(asimptotd).

Y=k+a.h
Se noteaza :

n 2n 3n
S1=2 % S2= 2y .Sa= Dy,
i=1

i=n+1 i=2n+1
n — este numarul de ani in fiecare din cele trei totaluri partiale notate respectiv cu S;, Sy, Sz . Se
determind b, a si in final k utilizand relatiile (3 ):

bnzss_sz
S2_81
b-1
a=(S,-S).—— 3
(S: =815 ®3)
n__ Q2
k=Lt(s,—alh= 1 %75
n b-1" n §+S5,-25,

Ajustarea seriei temporale cu ajutorul curbei Gompertz
Functia Gompertz se utilizeaza in previziuni ale vanzarilor cumulate pe produse. Curba
Gompertz descrie o tendinta in care sporurile (incrementele) cresterii logaritmilor scad cu o rata
constanta.
Functia lui Gompertz este
Y =ka” |
iar a, b si k sunt parametri ce trebuie determinati, be (0, 1).
Se logaritmeaza si rezulta:
lgY =lgk+(lga).b
Se noteazd: Z=1gY, A=lga ,K=Igk si rezulta:
Z=K+A.b'
Se aplica formulele de la exponentiala modificata, relatiile (3)

S1= anzi :anlg Yi
i1 i1
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i=n+1 i=n+1
3n 3n
S3= z Z; = Zlgyi
i=2n+1 i=2n+1
b" 53—52 ,
Sz - Sl
rezulti: b= 5 =5,
Sz - Sl
b-1
A=lga=(S,-S,).—— 4
9a=(S,-8) 17— @
rezulta: a=10"
Y
K=lgk= L S:S=S
n"S, +S,-2.5,
rezulta: k = 10X

Formula lui Gompertz se utilizeaza demografie, biometrie, economie, marketing.

Ajustarea seriei temporale cu ajutorul functiei logistice

Functia logistica a fost descoperitd de matematicianul belgian P. F. Verhulst in 1838 si
redescoperitd de biologii americani R. Pearl si L. J. Reed in 1920, fiind cunoscutd si sub
denumirea de functia Pearl — Reed. Functia logistica se utilizeaza in previziuni din demografie,
economie, marketing, ecologie.

Se considera una dintre variantele functiei logistice :

Y= K _—f0

1+ea+b.t -

Pentru determinarea parametrilor a, b, k se aleg 3 puncte (perioade) echidistante
to, t1, to, astfel incat :
L-t1=t1—-t=n,
iar n este lungimea unei perioade, exprimata de obicei in ani.
Se rezolva sistemul de ecuatii:

Yo = f(to) =

1+e?

k
=f(t))= ———
yl (1) 1+ea+b.n

k
V)= g
Rezulta:
k = 2-y0-y1-y2 — yf-(Yo + yz) (5)
yo-yz - y12

In 2-Yo-Y1-(Y1 — yz) + yz-(yg + ylz)
yo-(y12 - yo-yz)

b=£.|n yo(yz _yl)

n yz-(Y1_ yo)

Criterii de alegere a functiei matematice asociate unei serii de timp

a=

Pentru a se alege tipul de curba de ajustare trebuie sa se faca mai intai o ajustare grafica
ca sa se evidentieze caracterul tendintei. Daca tendinta este neliniara, este indicat sa se utilizeze
scara semilogaritmica, deci z = Ig y se reprezinta grafic, sau logaritmicd, deciz=1gysiu=1gt
si se reprezintd grafic z = f(u).
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1. Daci primele diferente (A") au tendinta de a fi constante, se recomanda functia liniara
(dreapta):
A'Yi = Yi—Yi1=constant,i=2, 3, ..., n,
atunci: Y=a+h.t
2. Daci diferentele de ordinul doi (A?) au tendinta de a fi constante, se foloseste un
polinom de gradul doi (parabola):
A yi= A'yi- Ayip =constant,,i=3,4, ..., n,
atunci: Y =a+b.t+c.t?.
3. Daca diferentele de ordinul p, p =2, peN, APy;, sunt constante, atunci se utilizeaza
un polinom de gradul p:
Y=ap+a . .t+a. 0+, +a.t°
4. Daci diferentele de ordinul 1, A' , formeazi o progresie geometrici
A'Yi = Yi — Vi1 = progresie geometrica, ,i=2,3, ..., n,
atunci se utilizeaza exponentiala modificata,
Y=k+a.b'
5. Daca tendinta aproximata reprezentatd pe o retea semilogaritmica este o dreapta, se
foloseste exponentiala.
Deci, y=a.b'
se logaritmeaza :
z=Ilgy=Iga+t.Igb
si daca diferentele de ordinul 1 pe o scard semilogaritmicd sunt constante, se foloseste
exponentiala,
ANzi=2i-21=Algyi=1gyi—Igyi1=constant,i=2, 3, ..., n,
atunci:
Y=a.b
Scara semilogaritmica utilizeaza axa ordonatelor ca scara logaritmicd, deci se substituie
functia z = Ig y functiei y, iar axa absciselor este gradata aritmetic.
6. Daca tendinta aproximatd, reprezentatd pe o scard semilogaritmica, deci z = lg y se
reprezinta grafic, seamdna cu o exponentiald modificata, se va utiliza curba Gompertz.
Pe calculatoare IBM PC se pot utiliza programele: QSB, modulul Time series forecasting,
pentru o parte din functiile analizate, DSSPOM sau alte programe.
Metodele de previziune analizate se pot integra in planificarea productiei firmei intr-un
sistem informatic in una din abordarile urmatoare:
- MRP | (Material Requirements Planning) — planificarea necesarului de materiale;
- MRP II (Manufacturing Resource Planning) planificarea resurselor fabricatiei;
- ERP (Enterprise Resource Planning) planificarea resurselor intreprinderii;
- EERP (Extension Enterprise Resource Planning) planificarea resurselor intreprinderii extinse,
numit si ERP II.
UTILIZAREA LANTURILOR MARKOV 1N PREVIZIUNI

O multime de variabile aleatoare {Xt, teT}, unde TcR se numeste proces stochastic.
Dacd multimea T este finita sau numarabild atunci procesul se numeste lant.

Lantul {Xn, neN} se numeste lant Markov de ordinul I discret si omogen, daca fiecare
din variabilele Xn ia aceasi multime S discretd de valori (finitd sau numarabild) , valori care
corespund starii procesului , astfel Incat:

P(Xn = j‘xn—l =y, Xp_p =lp,.... X = ik): P(xn = j‘xn—l = i): Pij
unde neN, keN, k>1, oricare ar fi starile i,j€S, pij este probabilitatea de trecere directa de la

starea i la starea j , intr-un pas. Se va considera ca multimea starilor lantului este finita, deci :
S={1,2, ..., m}
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Se noteaza : P = (pjj), 1, j =1, 2, ... , m ; matricea probabilitatilor de trecere intr-un singur
pas dintr-o stare in alta,

m
2P =Lli=1,2,..,m (1)
j=1

Matricea P este stochastica.
Se noteaza : ( ) = (p(n)) i,j=1,2,...,m;neN (2)

pi(jn) — probabilitatea ca lantul Markov sa treaca din stare i Tn starea j in n pasi si :

o _|Lpentru i=]
! 0, pentru i j
pi(jl) = pij’

La modul general relatia de mai sus se generalizeaza prin urmatoarea relatie:

p ) = Zp(n) plY . i.j=12, ... .m;nreN’, (4)

si sunt cunoscute sub numele de ecuatiile Chapman—Kolmogorov.
Matricile P™ si P", neN" verifica relatia urmitoare:
pM =p", (5)

UTILIZAREA LANTURILOR MARKOV 1N PREVIZIUNEA VANZARILOR

In modelele markoviene de ordinul 1 se presupune ci alegerea produsului (marcii) intr-o
perioada data se face exclusiv in functie de marca achizitionatd in perioada precedenta, iar in
modelele markoviene de ordin superior, de exemplu k, alegerea este facuta in functie de marcile
achizitionate intr-un numar dat de perioade anterioare (k <n, k, ne N, n = numarul perioadelor)

Modelarea evolutiei ponderii pe piata a unor produse (marci) concurentiale, Py , P2 ,...,
Pm-1, Pm , din care m-1 sunt produse (maérci) concurente pe piata, iar Py reprezinta un produs
fictiv care poate fi considerat ca fiind cumparat, achizifionat, atunci cand consumatorii nu
cumpadra nici un produs, deci nici unul din cele m-1 existente pe piata se poate realiza cu lanturi
Markov.

Se noteaza:

aj :(ail ydi2y .eny, aim), i=0, 1,2, 3,
m
da;=1,i=01,2,.; (6)

i=L

aje [0, 1], ajj = ponderea pe piata a produsului Pj in momentuli,i=0,1, 2, ... ;
j=1,2,..,m;
i=0 reprezmta momentul initial, iar ap = (@o1 , a2, ..., aom ) €Ste vectorul initial al
ponderilor pe piatd a celor m produse .

Vectoriiaisy , 1=0,1,2,3, ... se calculeaza cu relatia (7) :
a.|+_‘]_ - a| P (7)
P=(pij), =1,2,...,m

P = matricea probablllta‘;llor de trecere definita 1n (2), care este cunoscutd initial, inclusiv
vectorul ag .
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pij = probabilitatea trecerii de la cumpdrarea produsului P la cumpararea produsului P; ,
deci exprimd o masura a gradului de atractie a produsului P;, iar p; reprezinta probabilitatea ca
intr-o perioada oarecare consumatorul sa cumpere produsul (marca) P; in ipoteza ca in
perioada precedentd a cumparat tot marca P; , deci reprezinta o masurda a fidelitatii
consumatorului fata de marca P;.

Gradul de fidelitate reprezinta procentajul de cumparatori care, dupa ce au cumparat un
produs (marcd) , continud sd cumpere aceeasi marca.
Daca:
1.) @ > @jj , atunci produsul (marca) Pjse afld in faza de declin,i=1, 2, ...
j=1,2,...,m;
2.) aoj < &jj , atunci produsul (marca) Pj se afla in faza de crestere,i=1,2, ... ;
j=12,...,m;
3.) agj = & , atunci produsul (marca) P; se afld in faza de maturitate,i=1, 2, ... ;
j=1,2,...,m;

Se va considera un exemplu de calcul pentru m = 3 produse reale, pentru care nu s-a luat
in considerare produsul fictiv.

Pe piata erbicidelor sunt trei produse : Py, P, , P3 . Cota de participare a fiecarui produs la momentul
zeroeste : P; —50 %, P, — 30 %, P3; — 20 %. Coeficientul de fidelitate de la o luna la alta este constant si
anume : 80 % din cumparatori raman fideli produsului P; , 60 % din numarul cumparatorilor raman
fideli produsului P; si 70 % produsului P3. Ceilalti cumparatori se reorienteaza spre celelalte produse , in
modul prezentat in tabelul nr.14.1.

Tabelul nr.14.1

Produsul parasit P, P> P3
%
P, i 5 15
P, 20 i 20
P 15 15 -

Se obtine din tabel si datele problemei matricea probabilitatilor de trecere P.

0.8 0.05 0.15
P=]1020 06 0.20];
0.15 015 0.7

a = (0.5 0.30 0.20)

Se vor determina ponderile pe piata dupa trei luni, dupa care se intocmeste siteza
privind evolutia pe piata a produselor pentru lunile considerate.

Dupa prima luna, ponderea pe piata a celor trei produse este data de vectorul a;:

0.8 005 0.15
a;=(05 030 020).[020 06 0.20|=(049 0.235 0.275)
015 0.15 0.7

sau exprimat procentual: P1 =49 % ; P, =235%;P3=275%

Dupa doua luni, ponderea pe piatd a celor trei produse este data de vectorul a;:
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08 005 0.15
a;= (0.49 0235 0.275).|020 0.6 0.20|=(0.480 0.206 0.313)
015 015 07

deci: P; =48% ; P, =20.6% ; P3 = 31.3%
Dupa trei luni:

08 005 0.15
as = (0480 0.206 0.313).[0.20 0.6 0.20|=(0.472 0.194 0.332)
015 015 07

P1=47.2%; P,=19.4%; P3=33.2%

Din analiza pe piata a celor trei produse pentru orizontul de timp de trei luni, rezulta ca la
momentul 0 produsul P; se afla in faza de declin , ponderea lui in totalul pietei fiind in continua scadere
(de la 50% la 47.2% ). Produsul P, este de asemenea in faza de declin , ponderea lui fiind in scadere (de
la 30% la 19.4% ) , iar produsul P3 se afla in faza de crestere ( de la 20% la 33.2% ). Pentru produsele P,
si P, trebuie luate masuri corespunzatoare de relansare.

Se pot intocmi diverse grafice si tabele. Pentru alt orizont de timp sau mai multe produse
se calculeaza in mod analog.

Consecintele deciziilor de marketing depind in mare masura de comportarea viitoare a
factorilor necontrolabili, factori care pot avea o influentd favorabild sau nefavorabila asupra
obiectivelor urmarite de decident, ceea ce face ca o decizie care nu se bazeaza pe analiza
evolutiei viitoare a unor astfel de factori sa poatd conduce la aparitia unor consecinte contrare
obiectivelor urmarite. Lanturile Markov reprezinta un instrument util in activitatea de previziune
in marketig, dar si in alte domenii de activitate a firmelor.

UTILIZAREA LANTURILOR MARKOV LA PROGRAMAREA REPARATIILOR

Se va considera o linie tehnologica pentru filare, care are doua stéri posibile :
Functioneaza( starea 1) si este in reparatie din cauza unor defectiuni (starea 2).Deci,

s=1{1,2}.

ege e,

l1-a a
p= . abe[01],a+b=0,
5 2)
unde :
a = p12 = probabilitatea de defectare a liniei tehnologice, deci de trecere din starea 1 functionare )
in starea 2(nefunctionare,in reparatie).
1-a = p11 = probabilitatea de bund functionare, de rdminere in starea 1;
b = p,1 = probabilitatea de reparare ( in timp util) si de repunere in functiune a liniei tehnologice
, deci de trecere din starea 2 ( nefunctionare , reparatie) in starea 1 (functionare);
1 — b = p2, = probabilitatea ca linia tehnologica sa ramina defecta si in reparatie (mai mult decit
timpul alocat).

Unui lant Markov 1 se poate atasa un graf G = (S , U), unde S este multfimea starilor
lantului , iar Uc SXx S, (i,J) eU < p;; > 0.

1n cazul concret considerat, graf-ul G = (S, U ) atasat lantului Markov este definit de:
s={,2},U={(11),(12),(21),(22), } siare desenul din figura urmtoare :
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1-a a 1-b

Figura 14. Graful ,,G”.

Probabilitatile de trecere dupa n pasi sunt date de matricea P

.1 b a) @-a-b)" a -a
p'= ——X + — X
a+b b a a+b -b b

Deci, probabilitatile corespunzitoare starilor lantului Markov sunt :

qugégk+a@—a—Mﬂ

mM__a f_q_a_p)y
P12 a+b'1 (1-a b)]
m_ b q_a_py
p21 a+b;L (1 a b)]
n 1 T n
pgz):m_a'Fb(l—a—b) ]

Pentru linia tehnologica pentru BD-ul 200RN considerat avem probabilitatile:

P1,=a= 0,1 (probabilitatea de defectare)

P11= 1-a=0,9 (probabilitate de defectare )

P21= b= 10,88 ( probabilitatea de reparare si de repunere in functiune)

P2,=1-b= 0,12 (probabilitatea ca linia tehnologica sa ramina defecta si in reparatie)

Durata unei stdri se considera egald cu timpul mediu al unei reparatii; adica 30 minute. Timpul
de lucru pentru linie se considerd T = 24 ore (3 schimburi ), deci vor fi 48 etape (pasi ) posibile ,
n=1,2,...,48.

Se obtine matricea :
09 01
M=
0,88 012
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.. 1 (b a) (1-098)" (a -a
M =—— X + — X
098 (b a 0,98 -b b
L (0,88 o,1j , 0,02y [ 01 —0,1}

~098l088 01) 098 |-088 0,88

Probabilitatile de trecere in n pasi sunt:

m_ 1 (088+01x002"
pll 098(’ ¥ X ) )

(m_ 01 01x002" _ 01 002"
PL2 0,98 0,08 0,98( ! )
0,88 0,88x002" 088
ply) =~ = 2%0_0,02")
0,98 0,98 0,98
n
pin) = 91, 088x0027_ 1[5, (580,027
0.98 0.98 0.98

Programarea reparatiilor se poate face pe baza probabilitatilor calculate mai sus pentru n
pasi ai liniei tehnologice , iar n = 1,2,...,48.Se pot calcula probabilitatilor starilor si pentru alte

orizonturi de timp T.

12. ELEMENTE DE TEORIA STOCURILOR

Resursele disponibile dintr-o firméa , dar care in prezent nu sunt utilizate, formeaza o
rezerva. Aceste reserve pot fi: bani, materiale, masini, oameni, iar daca resursele sunt materiale
sau produse finite, rezerva se numeste stoc. In problemele de stocuri se pune problema
minimizarii costurilor stocurilor, iar dacad stocurile influenteazd cererea de produse ale firmei,
obiectivul va fi maximizarea profitului firmei.

Variabilele care pot fi controlate de firma Intr-o problema de stocuri sunt:

a) Cantitatea intrata in stoc, prin cumparare sau din productia proprie, deci trebuie raspuns
la intrebarea cat? Cantitatea intratd in stoc este limitata de capacitatea de depozitare, de
transport si de plata a stocului.

b) Frecventa sau momentul aprovizionarii, deci trebuie raspuns la intrebarea cand?

¢) Gradul de prelucrare a produselor, iar cu cat bunurile pastrate in stoc sunt intr-un stadiu
mai avansat de finisare, cu atat mai repede pot fi satisfacute comenzile clientilor si cu atét
mai mari vor fi cheltuielile de stocare. Pentru a reduce influenta factorilor nefavorabili
este necesar sa existe stocul tampon bine dimensionat.

Principalele tipuri de variabile care apar in problemele de stocuri si care nu pot fi controlate

n totalitate, sunt: cheltuielile de stocare, costurile de penurie, cheltuielile datorate variatiilor

ritmului de productie, pretul de achizitie sau cheltuielile directe de productie, cererea de

produse fabricate de firma, timpul de livrare, cantitatea livrata.

1. Cheltuielile de stocare cresc proportional cu marimea stocului si durata de stocare.
Componentele sale sunt:

a) costul capitalului investit in stocuri (capital propriu sau imprumutat). Capitalul

investit in stocuri este neproductiv. Costul capitalului investit este dat de marimea
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profitului ce s-ar putea obtine daca acest capital ar fi fost investit iIn mod
productiv sau de dobanda ce trebuie platita de o banca unde s-ar fi depus.

b) Cheltuielile de manipulare a stocurilor, care cuprind costul fortei de munca si a
energiei necesare pentru deplasarea stocurilor, a carucioarelor, macaralelor si a
altor utilaje necesare.

c) Cheltuieli de inmagazinare reprezinta chiria spatiului de depozitare sau
amortizarea in cazul unui spatiu propriu.

d) Impozite si asigurari.

e) Cheltuieli de depreciere, deteriorare, uzura morala si fizica, iar acestea se refera la
produsele la moda sau deteriorarea fizica, efectiva a produselor stocate.

2. Costurile de penurie sunt cheltuieli suplimentare care apar atunci cand un material sau un
produs este solicitat, este necesar si lipseste din stoc. Aceste cheltuieli apar datorita unor
cheltuieli de urgentd, suplimentare, cresc cheltuielile de transport, de exemplu prin
folosirea avionului in loc de transport auto, cheltuieli de organizare a productiei
suplimentare prin organizarea unor schimburi suplimentare sau utilizarea unor utilaje de
rezerva, penalizari datorita faptului ca nu se livreaza la timp produsele la clienti sau se
pierd comenzi din cauza intarzierilor. Aceste pierderi sunt greu de estimat.

3. Cheltuieli datotate variatiilor ritmului de productie, cuprind cheltuieli cu angajarea si
instruirea personalului suplimentar angajat sau cu concedierea unor salariati., cheltuieli
datorate rebuturilor care pot sa creasca.

4. Pretul de achizitie sau cheltuielile directe de productie depind de cantitatea achizitionata
sau fabricata (pentru productie in serie mare sau de masa sunt mici).

5. Cererea influenteaza costurile deoarece unele cereri pot rdmane nesatisfacute datorita
lipsei stocurilor sau intarzierilor in livrare.

6. Timpul de livrare este timpul intre momentul lansarii unei comenzi si momentul primirii
marfurilor comandate. Daca timpul de livrare este cunoscut si diferit de zero, iar cererea
este cunoscutd, comanda trebuie lansata cu un avans de timp egal cu timpul de livrare.
Timpul de livrare poate fi cunoscut, determinist sau o variabila aleatoare, cand problema
stocurilor se complica.

7. Cantitartea livrata poate fi cunoscutd, determinista sau poate fi variabild aleatoare cand
problema stocurilor se complica din nou.

Dacd firma are capitalul disponibil insuficient, se pot reduce cheltuielile pe termen
scurt prin micsorarea stocurilor.

O alta problema de stocuri se referd la cat de mare trebuie sa fie capitalul lichid al
firmei. Daca capitalul disponibil este prea mare, deci stoc mare de bani, se pierd veniturile ce
s-ar fi putut obtine prin investirea excesului de capital, deci apar cheltuieli de stocare a
capitalului lichid . Daca capitalul disponibil este prea mic sau blocat in stocuri, apar costuri
de penurie datorita necesitatii de a imprumuta restul de capital cu o anumita dobanda.

Se pune problema optimizarii stocurilor in sensul minimizarii costurilor gestiunii acestora.

Problemele de stocuri pot fi cu cererea cunoscutd, deci deterministe si cu cererea aleatoare.

Se va analiza cazul stocurilor cu cererea cunoscuta, se vor prezenta doar cateva formule.

Se utilizeaza urmatoarele notatii:

a — cererea constanta pe unitatea de timp, astfel incat produsele sunt scoase din lot in
mod continuu;

C — costuri unitare de cumparare (fabricare);

h — costul de stocare pe unitatea de produs si pe unitatea de timp;

k — costul de lansare a unei comenzi, platit la inceputul fiecarei perioade de timp;

u — costul lipsei de stoc pe unitatea de produs si pe unitatea de timp;

Q — cantitatea cu care se face aprovizionarea (cantitatea produsd) pe o perioada,
aceasta aprovizionare (producere) realizandu-se n salturi constante de timp;

S —stocul de produse;
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T — perioada de timp intre doud reincarcari consecutive ale stocului, reincarcarea
stocului facandu-se de fiecare data instantaneu;

C — costul total pe o perioada a aprovizionarii (producerii), stocarii, lipsei de stoc.
Daca nu este permisa lipsa de stoc, cantitatea cu care trebuie sd se faca aprovizionarea
(cantitatea fabricatd) Q" Tntr-o perioada de timp si intervalul de timp T  la care trebuie si se
faca aprovizionarea (fabricarea) sunt date de relatiile (12.1) si (12.2).

* 2.ak

= === 12.1
Q - (12.1)
=9 o 2K (12.2)
a a.h
Cheltuielile minime C” pe o perioada sunt date de relatia (12.3).
C =2k+c. %“k (12.3)

Daca este permisa lipsa de stoc, cantitatea cu care trebuie sd se facd aprovizionarea
(cantitatea fabricatd) Q  intr-o perioada de timp, stocul maxim la inceputul unei perioade
(dupa aprovizionare, respectiv fabricare) si intervalul de timp T~ dintre doud aprovizionari
(produceri) consecutive sunt date de relatiile (12.4), (12.5) si (12.6), iar cu aceste valori
cheltuielile minime pe o perioada data sunt date de relatia (12.7).

Q*= 2.ak . h+u (12.4)
h u

S = 2.a.k u (12.5)
h h+u

T=Q o 2K heu (12.6)

a a.h u
C'=2k+c. % h+u (12.7)
u

Daca se utilizeaza metoda " Just in Time", deci " exact la timp" , in aprovizionarea
firmei, rezulta un nivel scazut al stocurilor, aproape zero stocuri.

Exemplul nr. 12.1.
Un produs este fabricat de o firma si are cererea de 1000 bucdti pe luna, iar produsele sunt
solicitate uniform. Costul lansarii unei comenzi este de 5000 lei , costul productiei este de 10
lei pe bucata, iar costul pastrarii inventarului este de 1 leu pe bucatda timp de o luna. Se cere :
a) Daca se presupune ca lipsa de stoc nu este permisd, sa se determine la ce intervale sa se
fabrice produsul si in ce cantitati, astfel incat cheltuielile totale sa fie minime.
b) Daca se presupune ca lipsa de stoc este permisa, cu uncoeficient de penalizare de 2 lei pe
bucatd in timp de o luna, sa se determine intervalele de fabricatie, cantitatile ce trebuie
produse si stocul maxim la inceput de luna, astfel incat cheltuielile totale sa fie minime.

a) Este o problema de stocuri cu cerere determinista, care nu permite lipsa de stoc.

a = 1000 bucati/lund (cererea constantd pe unitatea de timp — adicd pe luna) ,
¢ = 10 lei /bucata, (costuri unitare de cumparare - fabricare)
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k = 5000 lei (k — costul de lansare a unei comenzi, platit la inceputul fiecarei perioade de
timp);

h =1 bucata/luna (h — costul de stocare pe unitatea de produs si pe unitatea de timp).

Se utilizeaza relatiile (12.1) si (12.2).

. \/Z.a.k: \/2.1000.5000 « 3170 bucdi

Q= 1

b) Se mai adaugi la datele de la a) u = 2 lei/bucatd/luna, (u — costul lipsei de stoc pe
unitatea de produs si pe unitatea de timp) se utilizeaza relatiile (12.4), (12.5), (12.6).

Q= 23K MU g7 12 L3867 bucati
h u 2
g = 28K U 5170, |2 <2500 bucati
h h+u 1+2
T = Q - 3170 ~3.9 luni =117 zile
a 1000
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